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AVERTISSEMENT 

DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 


Il est assez reconnu que , pour étudier la Géomé- 
trie avec succès , on doit joindre aux considérations 
synthétiques les ressources que présente l’Analyse 
pour découvrir, entre les diverses grandeurs, des 
relations que souvent on n’aurait pas soupçonnées , 
et dont les méthodes graphiques font ensuite d’utiles 
applications aux arts. On peut sans doute revêtir 
ces théorèmes d’une forme plus sensible, en les 
démontrant de nouveau à l’aide de constructions 
géomélriques ; et celles-ci d’ailleurs, employées 
comme un moyen de recherche, ainsi que le fait la 
Géométrie descriptive, manifestent souvent par 
elles-mêmes des propriétés qu’on n’aurait pu dé- 
mêler parmi les formules compliquées de l’Analyse; 
mais si l’on veut réunir ces divers avantages, il faut 
savoir employer tour à tour les deux méthodes, de 
manière qu’elles se prêtent un mutuel appui; et c’est 
aussi comme complément du Cours de Géométrie 
descriptive que j’ai cherché à présenter ici l’appli- 
cation de l’Analyse à la Géométrie des trois dimen- 
sions. Dans ce dessein, je me suis attaché à faire 
ressortir, parmi les propriétés des lignes et des 
surfaces courbes, celles qui servent de bases aux 
opérations graphiques , ou qui peuvent offrir «des 
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moyens de les simplifier. Ainsi , après avoir ramené 
l’équation générale du second degré aux deux 
formes les plus simples, par la considération des 
plans diamétraux et de leurs cordes conjuguées, 
dont l’emploi , si avantageux dans plusieurs circon- 
stances, est dû à M. J. Binet, je discute successive- 
ment les cinq genres de surfaces de cet ordre ; mais 
j’insiste principalement sur les divers modes de géné- 
ration par la ligne droite qu’admettent plusieurs de 
ces surfaces, qui, par là, deviennent d’un usage fré- 
quent dans la Coupe des pierres et dans la Charpente. 
Les sections circulaires , qu’il est aussi quelquefois 
nécessaire d’employer , me fournissent l’occasion de 
redresser une erreur assez généralement répandue 
sur la direction précise des plans qui les donnent; 
et, dans la discussion immédiate d’une équation 
uumérique du second degré, j’ai assigné des carac- 
tères simples et exclusifs pour chaque genre parti- 
culier de surfaces; puis, en imitant la marche de 
M. Caiiehy dans ses Exercices, j’ai rattaché à la 
théorie des cordes principales les conditions qui 
expriment que la surface est de révolution. 

Le chapitre des plans tangents m’offre l’occasion 
de rectifier les idées souvent fausses que les élèves 
se forment du contact d’une surface avec un plan; 
et d’ailleurs c’est le moment d’établir avec précision 
la différence essentielle qui existe entre les surfaces 
gauches et les surfaces développables , quoique les 
unes et les autres soient réglées, c’est-à-dire engen- 
drées par la ligne droite. Dans les deux chapitres 
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qui suivent, je lionne les équations générales de ces 
deux classes de surfaces, ainsi que celles des cônes, 
des cylindres, etc. ; et j’ai soin d’y ajouter de 
fréquents exemples , en choisissant particulièrement 
les surfaces gauches, développables ou de révolu- 
tion , dont on fait usage dans le Cours de Géomé- 
trie descriptive. Je m’occupe ensuite de la courbure 
des sections faites dans une surface , et de ses lignes 
de courbure ; car ce sont là des données dont l’em- 
ploi est encore nécessaire dans plusieurs parties de 
ce Cours ; puis , en faisant connaître les beaux ré- 
sultats que Monge a obtenus pour les lignes de 
courbure de l’ellipsoïde, j’ai complété la théorie 
présentée par cet auteur, en démontrant que la 
constante arbitraire qu’il nomme 6 devait nécessai- 
rement recevoir, pour chaque point de l’ellipsoïde, 
deux valeurs de signes contraires , tandis que l’au- 
tre constante y devait toujours être de signe opposé 
à 6 , pourvu que la projection fût laite sur le plan 
qui contient l’axe maximum et l’axe moyen. Il est 
d’autant moins permis d’établir gratuitement ces 
relations entre ê et y, qu’elles ne sont plus vraies 
quand on applique la même équation à la projection 
des lignes de courbure sur le plan qui contient 
l’axe maximum et l’axe minimum, ce qui s’effectue 
sans rien changer aux calculs , mais en modifiant 
seulement la grandeur relative des trois demi-axes 
désignés par a , b, c. C’est cette marche que j’emploie 
pour obtenir la seconde projection des lignes de 
courbure; et par là je trouve l’occasion d’utiliser un 
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facteur de l’équation différentielle, que Monge né- 
gligeait, avec raison, dans le premier cas, mais qui, 
pour la projection actuelle , fournit directement la 
solution singulière composée des quatre cordes 
supplémentaires, enveloppes de toutes les ellipses 
sur lesquelles se projettent les lignes de courbure. 
Enfin, je donne, pour les lignes courbes quelcon- 
ques, la manière d’obtenir les tangentes, les plans 
normaux ou osculateurs, et les rayons de courbure 
de ces lignes, en faisant remarquer la différence 
essentielle qui existe entre ces rayons et ceux des 
véritables développées. 

Dans cette seconde édition , j’ai éclairci et déve- 
loppé beaucoup de détails, amélioré plusieurs théo- 
ries, telles que la détermination du centre dans 
riiyperboloïde gauche , la recherche des sections 
circidaires, et la discussion des équations numéri- 
ques du second degré ; dans cette dernière partie , 
j’ai fait voir que l’emploi de la règle de Descartes 
suffisait pour classer toutes les surfaces douées d’un 
centre , même quand les coordonnées sont obliques ; 
et pour les autres surfaces, j’ai simplifié les règles 
qui font discerner leur forme particulière , en ajou- 
tant d’ailleurs des exemples numériques de tous les 
cas. Quant au chapitre de la courbure des surfaces, 
je l’ai refondu entièrement, pour y insérer la mé- 
thode de M. Poisson; et j’y ai discuté avec soin les 
questions relatives aux ombilics, en m’appuyant sur 
des calculs nouveaux. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Votions préliminaires. 




1. Pour appliquer l’analyse à la Géométrie considérer 
dans les trois dimensions de l’espace, il faut, comme sur 
un plan, chercher d’abord le moyen d’exprimer par dés 
équations la position des points et des lignes. Or, si l’on 
imagine trois plans fixes et connus de situation, tels 
d ailleurs qu’ils se coupent tous en un même point O. 
et deux à deux suivant des droites distinctes OX OY OZ 
<fue l’on nomme des coordonnées; puis’ que d’un’ ^ ' 
point quelconque M de l’espace, on abaisse sur ces plans 
fixes, et parallèlement aux axes , les droites MA MB 
MC, ces trois distances seront dites les coordonnées du 
point M; et comme elles changeront en général de gran- 
deur pour les divers points de l’espace, nous les désigne- 
rons respectivement par les variables x. y. z . Cela posé 
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je dis qu’un point M est déterminé de position quand on 
connaît les valeurs de ses trois coordonnées, c’est-à-dire 
quand on sait que, pour ce point, on a les équations 

x—a, y — b, z — c. 

En effet, si l’on- porte sur OX une distance OD égale à a, 
et que, par l’extrémité D, on mène parallèlement à YZ 
un plan indéfini BDC, ce plan contiendra évidemment 
tous les points de l’espace pour lesquels la coordonnée x 
est égale à a, et par conséquent il renfermera le point M 
en question. De même, en portant sur OY et OZ les dis- 
tances GE — b eL OF = c; puis, menant par les extrémi- 
tés Fi et F, deux plans indéfinis AEC et AFB, respective- 
ment parallèles à. XZ et XY, on verrait que le point 
cherché doit être contenu aussi dans ces deux nouveaux 
plans; par conséquent ceux-ci détermineront par leur 
intersection avec CDB, un point unique pour la position 
de M, et ce point ne sera autre chose que le sommet du 
parallélipipède oblique construit sur les trois arêtes OD , 
OE, OF, égales aux coordonnées MA, MB, MC. 

2. Toutefois, pour compléter la détermination du 
point M , il faut , dans les équations x = a,y — b, z — ç, 
tenir compte des signes des quantités a, b , c, afin de por- 
ter ces distances sur les parties positives OX , OY r , OZ 
des axes coordonnés , ou sur leur prolongement OX', OY', 
OZ', ainsi qu’on l’explique dans la Géométrie plane : au- 
trement il y aurait huit solutions, puisque les trois plans 
fixes qu’on doit regarder comme prolongés indéfiniment 
forment, en s’entrecoupant, huit angles trièdres dans 
chacun desquels le point M pourrait être placé à des dis- 
tances absolues a, b , c. Sans insister ici sur les combi- 
naisons de signes qui répondent à ces divers angles, mais 
que le lecteur doit se rendre très-familières, nous dirons 
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seulement que, quand le point M sera situé 

dans l'angle OX\Z , op aura x = -f- a , y=z-\-b, 2 =-)-c; 

dans l’angle OX'YZ x — — a, j=-t-6, z=:-|-c; 

dans l’angle OXY'Z, x=-*-o, y = — b, z = -(- c; 

dans l’angle OX' Y' Z, x = — a , y— — b , z = -+-c; 

puis, pour les angles trièdres situés au-dessous du plan 
XY, on aura 

dans l'angle OXYZ', x = -\-a, y — -y b , z = — e; 

dans l’angle OX'YZ', x=x — a, y= + b, z = — c; 

dans l’angle OXY'Z', ...... x—-\-a, y~ — b, z = — c; 

dans l’angle OX' Y' Z', x — — a , y= — b, z — — c. 

3. Les pieds A , B, C , des trois coordonnées du point M , 
sont ce qu’on appelle les projections de ce point, faites 
parallèlement aux droites OX , OY, OZ ; et elles devien- 
draient les projections orthogonales , si les plans coor- 
donnés étaient choisis de manière que chacun d’eux fût 
perpendiculaire aux deux autres, disposition que l’on 
adopte ordinairement. Dans tous les cas , il est utile de 

remarquer : j , w T'j .’ tag SjifeiMt zrt 

i°. Qu 'un point de l'espace a toujours deux coordon- 
nées de communes avec chacune de ses projections: 
ainsi, M et C ont évidemment le même x, MA = CE , 
et le même y, MB — CD ; M et B ont les coordonnées 
communes x = MA = BF, et 2 = MC = BD ; enfin M 
et A ont le même y, MB = AF, et le même z, MC=; AE. 

2 ". Que deux projections d’un meme point ont tou- 
jours une coordonnée commune : ainsi, les projections 
B et C ont le même x, BF = CE ; B et A ont le même z , 
BD = AE-, A et C ont le même y r AF = CD. 

4. D’après cela, il est aisé de voir que les trois équa- 
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lions x=a, y= b , z—c, qui déterminent le point M, 
équivalent à la connaissance de deux de ses projections, 
données qui servent, dans la Géométrie descriptive, à fixer 
la position de ce point. En cll'et, pour définir analytique- 
ment la projection C sur le plan XY, il faudrait donner 
deux équations telles que x = a et y — b : pour définir 
la projection H, on devrait donner x — a et z = c; mais 
ces quatre équations se réduisent à trois, parce que, d’a- 
près la deuxième remarque du numéro précédent, on 
doit toujours avoir la condition a =a. Cette dépendance 
entre les projections d’un même point sur deux plans se 
retrouve dans la Géométrie descriptive, puisqne l’on sait 
qu’a près le rabattement des plans, les deux projections 
orthogonales doivent toujours être situées sur une même 
perpendiculaire à la ligne de terre. 

5. En outre, quand une fois les deux projections C 
et B sont fixées par les équations X— a et y=b, x — a 
et z — c, la troisième projection A s’ensuit nécessaire- 
ment; car, devant avoir (n° 3) le même y que; la projec- 
tion C, et le même z que la projection B, elle se trou- 
vera définie par les équations y=b et z = c. Si d’ail- 
leurs on voulait déduire graphiquement le point A des 
deux projections C et B, il suffirait évidemment de tracer 
sur les plans fixes, et parallèlement aux axes, les droites 

CEetBF, EAetFA. 

6. Puisqu’un point est déterminé par ses trois coor- 
Fic. a. données . si l’on donne numériquement celles des points 

IVf et M", il doit être possible de calculer la distance de 
ces deux points ; et c’est ce que nous allons faire , en sup- 
posant que les axes sont rectangulaires. {Voyez, pour le 
. cas des axes obliques , le n° 78.) Menons donc les coor- 
données M'C' = z', C'iy= y', OD' = x' relatives à M', 
et les coordonnées MPC" = z'\ C"D* = y", OD" = x", qui 
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se rapportent à M"; puis joignons ces deux points, et ti- 
rons la droite M”P parallèle à C"C , . Le triangle M' M" P 
sera évidemment rectangle en P, et donnera 

M' M" = \feV 

mais si l’on mène C"Q parallèle à OX, le triangle C"QC' 
sera aussi rectafigle en Q , et fournira l’équation 

M"p J = crc' = <x' — .r") 1 -t- ( y'— y ")’ : 
d’où l’on conclura, pour la distance cherchée, 

M' M" = \J[x' - *")> + ( y ' - y " )’ + (•' - a")’. 

S’il s’agissait d’avoir la distance du point M' à l’ori- 
gine O, il suffirait d’exprimer que M" coïncide avec ce 
dernier point, en posant x" = o, j" = o, z” = o; et il 
en résulterait 

OM'= 

Dans ces deux formules, on devra toujours prendre le 
radical positivement, puisqu’il ne peut être question que 
de la distance absolue des deux points proposés. 

7. Avant de nous occuper des lignes, il est à propos 
de généraliser nos idées sur la signification géométrique 
des équations à une ou à plusieurs variables, lorsqu’on 
embrasse les trois dimensions de l’espace. D’abord, une 
équation telle que x = a, convient, même en laissant les 
axes obliques, à tous les points qui se trouvent à une 
distance a du plan YZ, cette distance étant comptée pa- 
rallèlement à OX; et d’ailleurs elle ne convient évidem- 
ment qu’à ces seuls points : par conséquent l’équation 
x — a représente , dans les trois dimensions , un plan in- 
défini parallèle à YZ. De même, y' -\-py -+-q — o, qui 
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donnera deux valeurs constantes y — a±b , a pour lieu 
géométrique deux plans parallèles à XZ ; et en général , 
toute équation à une seule variable représente un ou 
plusieurs plans parallèles aux deu'x axes dont les coor- 
données n'entrent pas dans cette équation. 

Il résulte de là que z — o est l'équation caractéristique 
du plan XY indéfiniment prolongé; de même y=o re- 
présente le plan XZ, etx = o représente le plan YZ. 

8. Une équation à deux variables .f(x, y) = o, appar- 
tient sur le plan XY à une suite de points qui générale- 

3 . ment forment une courbe CCC; mais si , par les divers 
points de cette ligne , on mène des parallèles à l’axe OZ , 
on obtiendra une surface cylindrique , dans le sens gé- 
néral de ce mot. Or, un point quelconque N de cette sur- 
face, quel qu’en soit le z, aura toujours le même x et le 
même y que sa projection C (n° 3); par conséquent les 
coordonnées de tous les points de ce cylindre satisferont 
à la relation f(x, y) — o, qui ne contient pas la va- 
riable z ; tandis que tout point L pris hors de cette sur- 
face, ayant une projection G qui ne tombera pas sur la 
courbe CCC, ne pourra vérifier par ses coordonnées 
.r = OH, y — GH , l’équation proposée. De là on doit 
conclure que l’équation y (x, y) — o représente une sur- 
face cylindrique parallèle à l'axe OZ, et dont la trace 
sur le plan XY est donnée aussi par la même équation, 
quand on se borne à considérer deux dimensions de l’es- 
pace. Une conséquence analogue s’applique aux équa- 
tions f (x, z) = o ou f" (y, z)= o, dont chacune , prise 
isolément, appartient à un cylindre parallèle à OY ou 
à OX, c’est-à-dire parallèle à l’axe des coordonnées 
qui n entrent pas dans V équation. 

9. Observons, en passant, que si l’on voulait définir 
analytiquement la courbe CCC seule, il faudrait em- 
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ployer les équations simultanées f (x, y) = o et s .— o -, 
parce qu’alors il n’y aurait plus, sur tout le cylindre, 
que les points de sa base qui vérifieraient à la fois les 
deux relations citées. 

10. Sans répéter des raisonnements analogues, on 
peut conclure, comme un cas particulier du précédent, 
que quand l’équation à deux variables est du premier 
degré, c’est-à-dire de la forme y = ax-+-b, elle appar- 
tient non-seulement à une droite PQ (Jig- 3) dont on 
sait déterminer la position sur le plan XY, mais encore 
à tous les points du plan PQRS mené par cette droite 
parallèlement à l’axe OZ; en effet, ce plan n’est autre 
chose qu’un cylindre dont la base serait rectiligne. De 
même , une équation du premier degré , telle que 

mx g-nz—p ou mjr 4 - nz— q, 

représentera un plan parallèle à OY ou à OX. 

11. Eufin, quand l’équation proposée renferme trois 
variables, comme F (x, y, z) = o, il y en a nécessaire- 
ment deux auxquelles on peut donner des valeurs arbi- 
traires ; si donc nous posons seulement z — c , l’équation 
F (x, y , c) = o contiendra encore deux variables , et 
représentera (n° 8 ) une surface cylindrique parallèle 
à OZ ; mais comme on ne doit prendre ici que les points 
de cette surface qui satisfont à la condition z — c, il s’en- 
suit que, par cette première hypothèse, on obtiendra 
une courbe, savoir: la section faite dans ce cylindre par 
le plan z =? c, parallèle à XY. Si l’on pose ensuite z — c', 
on trouvera tous les points de la courbe tracée par le plan 
z — c' dans le nouveau cylindre F (x, y , c') = 05 et en 
continuant ainsi , on obtiendra une infinité de courbes 
diverses situées dans des plans parallèles à XV, et aussi 
rapprochées que l’on voudra les unes des autres; par con- 
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séquent le lieu géojnéjpique d'une équation à trois va- 
riables J (x, y, z) = o, est une surface dont la nature 
dépendra de la forme de la fonction F. D’ailleurs, on ne 
saurait prétendre que ce lieu est un solide, puisqu’alors 
chaque plan sécant devrait donner pour section une. aire, 
tandis qu il ne produit , en coupant la surface cylindrique 
^ X' c )~°i qu’ime courbe à une ou plusieurs bran- 
ches, identique avec la base de ce cylindre. 

12. De cette discussion il résulte que toute équation 
isolée, soit quelle renferme une, deux ou trois varia- 
bles, représente une surface, laquelle devient néan- 
moins totalement imaginaire quand aucun système de va- 
leurs réelles ne satisfait à 1 équation proposée; ou bien, 
si l’on ne peut y satisfaire qu’en partageant cette équa- 
tion en deux ou trois autres, la surface se réduit à un 
nombre limité de lignes réelles, ou de points réels, parce 
qu alors on tombe sur le système de plusieurs équations 
simultanées. Il n’y a pas lieu de considérer ici des équa- 
tions qui renfermeraient plus de trois variables propre- 
ment dites, puisque chaque point de l’espace est suffi- 
samment déterminé par ses trois coordonnées : cependant, 
si l’on regardait les variables au delà de trois, non plus 
comme des coordonnées, mais comme des paramètres 
qui influeraient sur la forme et la position de chaque sur- 
face individuelle, on tomberait sur des solides et sur la 
théorie des surfaces enveloppes, dont nous parlerons plus 
loin (n os 277 et 337). 

13. Maintenant, si l’on fait concourir deux, équations 
simultanées F (x, y, s)~ o et F'(x, y , z) = o, c’est- 
à-dire dans lesquelles les variables seront censées recevoir 
à la fois les mêmes valeurs, ce qui n’en laisse plus qu’une 
seule d’arbitraire, z par exemple, ce système représen- 
tera une ligne droite ou courbe, puisqu’il ne pourra ton- 
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venir qu'aux points situés en même temps sur les deux 
surfaces, c’est-à-dire à leur commune section. Récipro- 
quement, le seul moyen que nous ayons pour définir 
une courbe dans l’espace, étant d’assigner deux surfaces 
connues dont elle soit l’intersection, nous ne pourrons 
représenter, analytiquement celte ligne que par deux 
équations simultanées. C’est à cela que revient en effet 
la méthode des projections , que nous allons faire con- 
naître, et dont l’avantage consiste en ce que, parmi le 
nombre indéfini de surfaces différentes qui peuvent passer 
par une courbe donnée , cette méthode emploie de préfé- 
rence deux cylindres dont chacun est parallèle à V un 
des axes coordonnés , et dont les équations se trouvent 
conséquemment plus simples, puisque, d’après le n° 8, 
elles ne renfermeront chacune que deux variables. 

1 -1. Commençons par les lignes droites , et , pour mieux 
fixer les idées , supposons les axes rectangulaires , et re- 
gardons OZ comme vertical. Alors, imaginons que de 
tous les points de la droite MM" dans l’espace, on mène Fie. 4 
des perpendiculaires au plan XY (si les axes étaient 
obliques, il faudrait dire: des parallèles à OZ) : elles 
rencontreront ce plan en des points C, C', C", . . . dont 
l’ensemble formera ce qu’on appelle la projection de MM" 
sur ce plan; et /Cette projection sera toujours rectiligne, 
puisque les perpendiculaires seront évidemment situées 
toutes dans un même plan parallèle à OZ, lequel se 
nomme le plan projetant de MM". Si l’on projette de 
même cette droite sur les deux autres plans fixes par des 
perpendiculaires (ou en général par des lignes parallèles 
à l’axe qui est hors du plan que l’on considère), on ob- 
tiendra les trois projections AA", BB", CC", dont deux 
suffisent pour déterminer la droite MM". En effet, sup- 
posons que l’on nous donne AA" et BB"; en concevant 
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par la première un plan parallèle à l’axe OX , et par la 
seconde un plan parallèle à OY, ces deux pians, dont la 
situation n’a plus rien d’arbitraire, devront évidemment 
renfermer chacun la droite MM", et ils en fixeront la 
position dans l’espace par leur intersection. 

15. Cela posé, la projection 1313" sera déterminée sur le 
plan XZ dès que l’on donnera son équation , qui se trou- 
vera , sur ce plan , de la forme 

(1) x = az-\-p, 

dans laquelle on sait que p désigne l’ordonnée OG du 
point de rencontre avec OX, et que « = tangGIZ. L’autre 
projection AA" sera définie sur le plan YZ par une équa- 
tion telle que 

( 2 ) y = bz + q, 

où q — OH et h — tangHKZ. Par conséquent, l’ensem- 
ble des équations (i) et ( 2 ) déterminera complètement 
la droite MM" dans l’espace; et quoiqu’elles soient ici 
considérées comme appartenant aux projections seules de 
cette ligne, ou doit, d’après ce qui a été dit n° 10, les 
regarder plus généralement comme les équations des 
lieux plans projetants MBGR , MA H R , perpendiculaires 
l’un à XZ, l’autre à YZ, et qui, par leur intersection, 
fixent la position de MM" dans l’espace. Ceci confirme et 
éclaircit ce que nous avons annoncé n° 13. 

16. Il est important d’observer que, quand même les 
axes seraient obliques, les projections BB" et AA", pourvu 
qu’elles soient faites parallèlement aux axes, ainsi que 
nous l’avons prescrit (n° 14) , auraient toujours des équa- 
tions delà forme ( 1 ) et ( 2 ); seulement les constantes a 
et b changeraient de signification , et représenteraient 
alors des rapports de sinus, comme on l’a vu dans la Géo- 
métrie plane. 
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17. Remarquons d'ailleurs que, dans les équations si- 
multanées (i) et ( 2 ), les variables x, y, z se rapportent 
aux points correspondants des projections BB" et AA", 
c’est-à-dire qu’en posant, par exemple, z = OF, on doit 
trouver x = FB et y = FA. D’où l’on voit : i° que ces 
variables représentent aussi les coordonnées MC, MA, 

MB de chaque point M situé sur la droite dans l’espace : 
ainsi ces. équations peuvent être dites celles de la ligne 
MM" elle-même; a 0 que les valeurs x — FB, y — FA , 
sont encore égales aux coordonnées CE , CD, du point G 
de la projection CC"; et par conséquent l' équation de 
cette troisième projection se déduira toujours des deux 
premières, en éliminante entre ( 1 ) et ( 2 ), ce qui don- 
nera 

,,, x — p y — q b aq' — bp 

(3) ou y = -x+-l i-, 

a b a a 

pour l’équation de la ligne CC" ou du plan projetant 
vertical MCR. 

18. On voit aussi par là qu’il serait aisé de déduire gra- 
phiquement la troisième projection des deux autres; car, 
si l’on prend sur AA" et BB" deux systèmes de points cor- 
respondants à un même z , tels que A et B, A' et IV, il 
suffira de tracer sur les plans fixes, des parallèles aux di- 
vers axes , pour en conclure la position des points C et C', 
qui détermineront la droite CC'. 

Cette construction devient plus simple quand on l’ap- 
plique à deux des traces R et S de la droite MM", traces 
qu’il est aisé de retrouver sur les projections AA" et BB", 
par les premiers principes de la Géométrie descriptive. 

19. Lorsqu’il s’agit d’une courbe MM'M". . . , on ima- Fin. 5, 
ginc aussi par tous les points de cette ligne des perpendi- 
culaires au plan XY (ou, si les axes sont obliques, des pa- 
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rallèles à OZ) ; ces droilcs, dont l’ensciuble formera une- 
surface cylindrique , rencontreront le plau XY suivant 
une ligue CGC"..., qui, en général, sera courbe, et 
que l’on nomme la projection de MM' AI" sur ce plan. Si 
1 on conçoit de même, par la ligne MAI' Ai", deux cylin- 
dres projetants , parallèles l’un à ü\ r , l’autre à OX, on 
obtiendra les autres projections BB'B'', AA'A". . et la 
courbe dans l’espace sera évidemment déterminée, dès 
que l’on donnera deux de ses trois projections, puisque 
alors elle devra se trouver à l’intersection de deux cy- 
lindres connus. 

20. Or, les deux projections BB'B" et AA'A", par 
exemple, seront définies par des équations de la forme 


f (x, z) = O ) 
f'{y,z)=o 


ou bien 


*=?(*) 

y = -H z ) 


( 4 ) , 

( 5 ) , 


lesquelles, dans leur signilication complète, représentent 
( n ° B) les deux cylindres projetants qui ont pour bases 
les courbes BB et AA" : donc la ligne AIAI" sera détermi- 
uée par le système des équations simultanées (4) et (5); 
et d’après les remarques du n° 17, l’équation de la troi- 
sième projection CC'C" se déduira de celles-là, en y éli- 
minant la variable z. 

21. La construction graphique de cette troisième pro- 
jection, qui en général ne sera pas rectiligne, exigerait 
que I on répétât les constructions indiquées n° 18 pour 
une droite, sur divers points des courbes BB" et AA", 
assez nombreux et assez rapprochés pour pouvoir unir 
les résultats par un trait continu. 

Ces principes une fois posés, nous allons résoudre di- 
vers problèmes relatifs aux lignes droites, et qui d’ail- 
leurs seront des moyens de solution pour d’autres ques- 
tions plus élevées. 
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CHAPITRE II. 

Problèmes sur les Lignes droites. 


2 2. Lorsque les équations d’une droite 

^i) xz=az + p, ( 2 ) y — bzAr, j, 

sont données, c’est-à-dire que les constantes a, b, p, q 
sont connues , il est facile d’obtenir les traces de cette 
ligne. Si l’on veut, en effet, trouver la trace R sur le 
plan XY, on se rappellera (n° 7) que l’équation z = o 
caractérise tous les points de ce plan ; par conséquent , 
cette condition introduite dans les équations (i) et ( 2 ) 
fournira x = p et y — q, pour les coordonnées de R. On 
obtiendrait les deux autres traces en posant successive- 
ment y = o et x = o. 

23. On peut, au contraire, se proposer de déterminer 
les constantes générales a, b, p t q , par certaines condi- 
tions auxquelles on assujettira la droite. Exigeons, par 
exemple, que cette ligne passe par deux points connus 
M' et M" (fi g- 2 }, dont les coordonnées seront désignées 
par x', y f , z et x", y", 2 ". Alors il faudra que les équa- 
tions générales ( 1 ) et ( 2 ) soient vérifiées par la substitu- 
tion de ces deux systèmes de coordonnées à la place de 
x , y, z, ce qui fournira les conditions 

(3) x 1 = at r -+-/>, (4) y'—bz'-hç, 

(5) x" x=az" -hp, (6) y" — bz" -\-q. 


l ie. 4 . 
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d’où I on pourrait tirer les valeurs des quatre constantes, 
pour les substituer ensuite dans ( 1 ) et ( 2 ) : mais on arrive 
d’une manière plus élégante à un résultat équivalent, en 
éliminant par des soustractions, comme dans la Géomé- 
trie plane, les inconnues a et p entre les équations ( 1 ), 
(3), (5), et les inconnues b et q entre ( 2 ), (4), (6). De 
cette manière on obtient pour les équations de la droite 

M'M", 



24. Si la droite cherchée devait passer seulement par 
le point (x' y' z'), on n’aurait à joindre aux équations 
générales ( 1 ) et ( 2 ) que les conditions (3) et (4), c <! qui 1 
en éliminant p et q , donnerait pour les équations d'une 
droite assujettie à passer par un point , 

x — x’ = a(z — z'), y — y’ = b(z — z'), 

dans lesquelles les constantes a et b resteraient indéter- 
minées, comme on devait s’y attendre. Mais si , de plus, 
on veut que la ligne cherchée soit parallèle à une droite 
connue représentée par 

(I)') x=a'z+p', y — b'z-Y-q’ , 

il faudra évidemment que les plans projetants de ces deux 
droites, et par suite leurs projections, soient respective- 
ment parallèles; ce qui fournira les nouvelles conditions 
a = a', b — et la droite demandée sera enfin repré- 
sentée par 

(D) x — x' = a'(z — z'), y — y'^=b'{z — z'). 

Si l’origine O est le point donné par lequel on veut 
conduire une parallèle à la droite (D'), les équations (D) 
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se réduiront évidemment à la forme très-simple 
x = a'z, y — b' z. 

25. Trouver le point de rencontre de deux droites 
connues , déterminées par les équations 

( 1 ) x = az +.p, ( 2 ) y = bz -+-q pour la première, 

(3) xx=a'z+p', (4) y = b’z + q' pour la seconde. 

Observons d’abord cpie les variables x et y prennent 
en général des valeurs très-différentes dans les systèmes 
( 1 ) et ( 2 ), (3) et (4), pour une même hypothèse z = z : 
cependant, si les deux droites se coupent, les coordon- 
nées du point commun devront vérifier à la fois les deux 
systèmes, et par conséquent elles s’obtiendront en regar- 
dant .T, y, z , non plus comme des variables, mais comme 
des inconnues qui ont les mêmes valeurs dans ces quatre 
équations. Il 11 e s’agit donc que de les résoudre sous ce 
point de vue; toutefois, puisque leur nombre surpasse 
celui des inconnues, il devra y avoir une équation de ■ 
condition sans laquelle le problème sera impossible, 
parce qu’en effet deux droites dans l’espace ne se ren- 
contrent pas toujours. Cette équation s’obtient, comme 
on sait, en éliminant les trois inconnues: or, en sous- 
trayant ( 1 ) de (3) et (a) de (4), on a 

O = *(«' — a)-+-/>' — p, o=z(b' — b) + q' — 17 ; 

puis, en éliminant z entre ces dernières, ou bien en ex- 
primant que les deux valeurs qu’elles fournissent pour z 
s’accordent entre elles, on arrive à la condition 



Si donc cqtte équation n’est pas vérifiée identique- 
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ment par les constantes des équations proposées , les deux 
droites en question ne se couperont pas; et lorsqu'elle 
sera satisfaite, les coordonnées du point de section s'ob- 
tiendront en substituant la valeur commune 



dans (i) et ( 2 ), ou dans (3) et (4), indifféremment. 

26. Quand 011 a a = a et b = b', la condition (5) se 
trouve satisfaite, et cependant les droites ne se ren- 
contrent pas, puisqu’elles sont parallèles; mais on doit 
évidemment sous-entendre, avec la relation (5), que la 
valeur précédente de z n’est pas infinie. ; ou bien il faut 
dire que la condition (5), prise isolément, exprime que 
les deux droites sont dans un même plan et peuvent 
se couper, sans décider à quelle distance aura lieu leur 
rencontre. 

N. B. Observons ici que toutes les questions dont il 
est parlé dans les n os 22, 23, 24, 23, se traitent de la 
même manière et conduisent aux mêmes formules, quand 
les axes sont obliques ; seulement, la signification géo- 
métrique des coefficients a , b, a', b' est altérée, comme 
nous l’avons dit n° 16. 

6. 27. Trouver les angles que forme avec les axes rec- 

tangulaires OX, OY, OZ, une droite donnée 

x — az p, y=:bz->rq\ 

et comme celte ligne peut ne pas rencontrer les axes, il 
faut entendre par là les angles que forment ceux-ci avec 
une droite OD menée par l’origine, parallèlement à la 
droite primitive. 

Les équations de OD seront (n° 24) .r = az , y — bz : 


Digitized by Google 




(‘■ORI.ÉttKS W* t« MUSR8 niWITKS. <7 

si ¥po prend sur cette droite une longueur whitrMn» 
OS|?rt=<f^ et«fàB l'on désigne par .v', ljr y V de» coordon- 
nées de ton «xtrémWé M’, on aura « pour déterminer tewa 


# k te, ïW&t * ‘fit#* 9 / ** 

minières expriment -que lp point M' «u 
et la ; dernière est la formule ■tqfHjm' 
it aisément^ .$ . # «ÿ 4&P* & •’ 

■ i • r u i ' iBfflnftl 8 i rf* , ‘ A 

levant leparallélipipcde déterminé Par 
éesdu point M', et en posant les angles 
; a,.jY J OYp ; 6, M'07.=7, on trouvexK 


dont les deux 


dont tes deux pre 
st» 1 , droite OD» 


les trois coordoi 


.* v »4 


( 6 ) cosa^^^^ eosêzr-- «A-, 4 »#$?--$ 

V^T^., •; .;;. ^ v* . ■ 

di eu y substituant le* Valeurs des coordonnées trouvée* 
i i-dessus, il viendra * \ ‘ ^ - t% 


radical Vg* est Susceptible de reeevo 
mais on .(U’-vj-a tOufcAlrs l'affecter du 
trois cosinus à la fois , et cela n< 
systèmes de valeurs qui répondront. 
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Fig. 3. 


t8 » ÇUkFlTM |ii> . t«r* x» 

longnuriit Ofc, oqpe /« demi-axes pvsiâfs^ car r est dé 
eutte manière que I on doit toujours mesurer Je» angîès 
ti’uuc droit** avec les axe» coordonnés. dv ' :■ ■ uç* •$, «.>»** 
a°- Que. ce radical pris positivement se rapportera 
toujours aux trois angles que i'oçjnc avec les axes la por- 
tion OD fjid se trouve au-dessus e)u plan X^", ou qui fait 
tro angle aigu avec OZr. puisque alors, dans les formules 
ros y ' ayam une valeuY positive, il sera certain 
que l’angle y est aigu. Toutefois cela n’cmpèrhrra. pns les 
deux autres angles « et d djôtre. obtus ou aigus, suivant 
lus signes qu’auront 1rs numérateurs a et b dans' ces for- 
mules (y). , 

G. -29. Le parallélépipède employé ci-dessus montre que 
les coordonnées x'=OQod=='OS, z “0T". d’ ntfporrih 
quelconque M' , sont les projections sur les axes ; du ray on 
vecteur OIM = r; et les équations (6) donnent les valeurs 
de ces coordoimées sotis la forme ' 

- jüBtS alfc < v - * ip 

«'irrcoja, y' ==/>cos 6, • a'sfcit© os*/. 

De même , s* une droite Unie M M' a pour coordonnées 

desesrxtréraitésx',j‘\z elx"^*, qu’on mèpepar . 

ces deux points six plans parallèles aux plans coordonnés, 
on formera tut pargliéUpipède rectangle dottl les arêtes 
scroiu évidemment ,c' — jr", jt- — y , z' — a"; de son e que 
les angles a, c, y, formée par la diagonale M'M , =s-D, 
avec ces arêtes ou avec les axes, seront déterminés par 
1rs relations suivantes qui sont fréquemment euq-^uycgi, 

» '■* j X' X " Y* -i — Y." Z' Z 

ms ce =r — 4 • ( •• - , 

dàfeftesqtaelles d'ailleurs on saif (n°6) que 

-su ■■ v.iirt niy . 

*»q 4 ' — | \fy*#{Jcypx~jr ( e ; — 




s> 
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30.- ^Lorsque J’oil connaît à. priori les angles *, a,- y, 
qne forme une droite quelconque *w*rJos axe», il est 
facile d’on conclure les coefficients /Tel 6 -qUi entrei-aj/int 
dans les équations doses pmjcumms ; pari*.; des -formule#^) 

du n n 21, on déduit parla division, C< ** rct ==à, — h ; 

cos y cos y 

de sorte que quand une droite devra passer par un point 
donné ( x" ,y" , z"f, et faire avec les axes des angles ex, 6, '/ , 
sçs équations pourront s’écrire sous la forme très-*vmé- 

*.**ï Â . t •— V **> v 

r .S. 

.Jt&i ■ i 


x ^ x 

“•S 


r ' 




_ 

31. En ajoutant les formules (, 7 ) dn n" 21, après les 
avoir élevées au carré, on obtient cette relation fort re- 
marquable : 

- ’ •. A: 

' ( 9 ) cos’a -t-cos s e -f-cos’y = 1 , 

3 uj prouve que les trois angles formes par une meme 
jxes oc penvci jninais;ètri pris tous arbî- 
traircmcnt. (^ii.iikI.oiiVc t donné s. ■ 1 exemple, le 

troisième est déterminé par çtyy 3 î±Ya — cw «-rscp»*>jï*. 
et n’est plus susceptible queue deux -valeurs suppléimm- 
t aires l’unie de l’auU;e;. cucyre faqt-il que les dvtp pre- 
miers angles satisfassent à. la relation cos*« -f- cos* © <; x, 
laipielle comprend les detix.coincüûyjia, Jtv ÿ > 

' + ”** * **■ 


et a — 


io< 


u t ... ,■ ,«i 

On peut se rendre raison de ces diverses circonstances , : 
au nicrycn de deux cènes droits qui auraient poûr axes OX 
et OY, et dont les gépéfatrices formeraient avec ces axes 
des angles égaux à « et é ; car la droite en question de- 
vrait être à la fois sur ces deux surfaces coniques v les- 

• MB 


y 


V 


71 $ 


ao cMAPiTnr. ii. 

i|ucjl< s ne peuvent se coupe r que suivant deux généra- 
trice* placées symétriquement, l’une au-dessus et l’autre 
au-dessous du plan XY. 

32. Trouver F angle pu- forment entre elles deux 
droites représenté*» par 

x = ai p et y = bt -h q, 
x=z»'»-\~p' el y q'\ 

mais comme ces lignes peuvent ne pas se rencontrer, il 
faut entendre par là V angle compris entre deux droites 
menées par un me aie point, et parallèlement aux lignes 
primitives. Soient donc OD et OD' ces deux parallèles; 
Fkj. K leurs équations seront (n° 24) 

, • * 3 • ' ’ ' "s 

. (D) x=az, y^bs, 

(»'J * = #'•, X = b',-, 


alors, si l’on prend sur ces droites deux points M',’ M", à 
une distance quelconque de l’origine, par exemple, telle 
que OM'= i, OM V =.i, et que l’én joigne ces dieu» 

' - points, 1e triangle obliqoangle OIVÏ'M" donnera, par un 
j- théorème connu , 

lÉ'M" = OM'V ÔM" — aOM.OM" . cos (M'Oit"). 

& . 

Mais si l’on désigne pav se', y-, x' el x", y'\ z" les coor- 
données des deux poitats 1VI' et M", cette équation de- 
viendra vjfc • *■ 

(*'-*'7 -t-Cr'—r t + i -2cos(.®,d'), 

et, en développant lés carréfc . elfe se réduirai 



(9) CM (B, D') = x'x”+ y'y'-b*'z" f 

Tir. ... ■ ■ 

/ * , s t 

* ^ 
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puisqu'on a évidemment (tï° 6) les relations • 
Æ '- + y' 7 -h z*'- — i, J?"’ -+- y 4- = 

si d’ailleurs ou y joint les suivantes 

/ / - /_// 

.r = az . ai r =a z , 


21 


y'=bz r . 


■y"=zb'z\ 


qui expriment que les points M. , M sont sur les droites 
(D), (D'), on pourra calculer aisément les coordonnées 
de ces points, et l k on trouvera 


Z J a *. 4_ * \/a* 6’ H- 1 ’ y« , + * 5 + I 

..... V.- . • 

Z ,' jr 4 , sJa' 2 -\-b' 2 +i 

de sorte qu’en substituant dans l’équation (g), 6n aura 
pour déterminer l’angle dès denx droites, la formule sui- 
vante 

■ * .» 

(io) ços(D, D' ) 


* jj?-.*'. 1 


aa' + bt>’+ ■ 

\jaj i -+- b r * 1 




Si Ton voulait calculer le sinus de cet angle, on em- 
ploierait la relation générale sin = 1 — cos* , qui con- 
duirait ici à l’expression _ . 


J (a — a'ÿ~+-W—Y)'-+- (aV—a'by 

». » • <i ,i ■■ . * 

et jËfr «uite on en déduirait la tangente. • . * 

33. La formule que flous venons d’obtenir pour » 

cos (I>, I>), renferme deux radeaux susceptibles «feaoa» 
du -signe ±., ce qui fournit, SlToft veut, r^uatrB 


■.J?ï a 


■ * 

>• ■ 


& 
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22 •* CHAPITRE II* 

égales deux à deux , et qui répondent aux quatre angles 
formés par les droites indéfinies DOE, DDE': mais il im- 
6. porte de remarquer que toutes les fois qu’on affrétera les 
deux radicaux du même signe 3 c’est-à-dire quand on 
prendra le dénominateur total positivement , la valeur du 
cosinus conviendra nécessairement à l’angle DOD formé 
par les deux portions qui font chacune un angle aigu 
avec OZ, ou à son opposé par le sommet EOE'. En effet, 
pour ces deux angles, les points M' et 31" qui servent à 
«instruire le triangle sur lequel repose le calcul, doivent 
avoir leurs ordonnées z' et z", toutes deux positives ou 
toutes ffeux négatives ; donc , en remontant aux valeurs 
trouvées ci-dessus pour z' et z", il est certain que les deux 
radicaux doivent alors être affectés du m ème signe. Ob- 
servons néanmoins que .cet angle DOW pourra encore 
être aigu ou obtus, suivant le sigbe du: numérateur 

qoifr hb' -y 1 , • 

Quant à la valeur de sip (D, D'), il fau,V toujjfcirs fg. 
'prendre positivement, parce que, sons cette forme, elle 
convient aux quatre angles supjSéfcrerita i rcs deux à deux; 
et que d'ailleurs il est impassible de distingt^flt4aes angles 
négatifs dans les troisf dimensions de l’espace. 

34. On peut aussi exprimer l’angle qye font entre 
elles les deux droites OD et OD', en fonction des angles 
que forme chacune d’elles avec les axes coordonnés. 
t>:-Soient en effet DOX = cr, DOY = £, DOZ = y, et 
o', y', les angles analogues pour la droite OD'; nous 
« ?|ÿ^vîendrons , -comme au n° 32, à la relation - * , * 


- JT* 


cos(D, 4- 


* • • •■Çÿv > ' • 

Mwi , d’ijprru D n niiiiqiir faite au » u 20, et attendu 
ot» » Oftf =x i ^ les valeurs des coordonnées 

"i$h. : • 

' ' ' S .• ■ & ' 


.te:*- 




w 
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seront ' J; /■.<• * •/ •• W 

x ' — OM' . cos * = cos a , y' — cos 6 , z' = cos 7, 
x" — OM".COS»' = orna', x" = COs6', î" = COS7', 

lesquelles «*J jsHit nées- clans 1 équation précédente», 
inrout pour i’expressittn demandée , « v , . . r 4 

'*• M *%.* 

(» 1) cos(D, D') = cosc: cos a' -1- cos 6 cos 6' cos 7 cos 7 

«* 

on bien, en employant la notation suivante, qui rappelle 
aux yeux la situation de chaque angle, 

• (12) cos (D, D') = cos(D, x) cos (D', x) -+- cos(D, /) cos(D', _r) 

-t- cos ( D, z ) cos (D', zfcr' . 

35 . Il est aisé de déduire! de ce qui précède, la condi- 
tion pour qUe lei droites soient perpendiculaires l’une à 
l’autre-, il faut alors et il suffit que cos(ï), D') = o$ ce 
qui, d’après les formules (10) et (11), entraîne l’une ou 
l’autre des relations suivantes : 


(i 3 ) na 1 -+- bb' -t- 1 =x o t 

(i 4 j cos à cos»/ -+- COS ë cos 6' -t- cos 7 cos 7 ' = O , 

1 

lesquelles conviennent aux droites primitivement don- 
nées n° 32 , aussi bien qu’aux droites OD et Olf qui se 
coupent. Quanta ces dernières , on doit remarquer que 
la condition (i 3 ) laisse encore la seconde di’oite en par- 
tie indéterminée, lors même que la première est com- 
plétenicnfffixée par les valeurs de a et de b, puisqu’on 
n’a iei qu’tine équation entre les deux coefficients a', b' : 
et il en devait être ainsi, parce que, dâns l’espace, il 
existe une infinité de droites menées par le même point O 
perpendiculairement sur la droite OD. 

SMrJ’on voulait exprimer aussi 'par la formule (lit) que 




.w 


V 




4 

* f 
K , 
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1rs droites sont parallèles , il faudrait poser eos (1), D )= i , 
ce qui conduirait à l'équation 

( a — a' y -f- [b i — b' Y -+- («r b' — a'by — o. 


taquette ue peut être satisfaite qu'eu pésatet a sz a' et 
b = è'; de sorte que l’on serait ramené aux conditions 
trouvées q" 24. 
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I 

CHAPITRE lli. 


Des Plans, et de leur combinaison antre eux ou avec 
les droites. 


36. Pour parvenir à l’équation du plan , nous regar- 
derons cette surface comme le lieu des diverses positions 
que prend une droite mobile assujettie à glisser sur une 
droite fixe, en restant parallèle à une direction donnée ; 
et cette méthode aura l’avantage de nous tracer d’avance 
la marche à suivre pour expriqicr analytiquement la gé- 
nération dqs surfaces courber. • 

Soient donc „ 


(i) x — az +p, ' (3)' y=zbz + q, 

>■ . - s* 

les équations de la droite fixe que. l’on nomme lu dirac- 
^&ce; représentons la ligne à laquelle la génératrice mo- 
difie doit rester constamment parallèle, par x =$ « z 5 
jr — b' z ; alors les équations de cette génératrice auront 
la forme * 


(3) xrxza’z (4) y — b"i A-q'-, 

I ' 


et ici a', l>' seront des constantes données et invariables , 
tandis que p' et q' varieront avec chaque position de la 
génératrice, mais non pas d’une manière tout à fait arbi- 
traire ; car il faut ertcore exprimer que là droite mobile a , 
dans toutes ses positions, un point de commun avèc la 
directrice fixe , c’est-à-dire que les équations ( 1 ), ( 2 ), 



CHAPITRE III. 


a6 

(3), (4) doivent être vériüées par un même Système de 
valeurs de x, y, z. Or, puisque le nombre de ces équa- 
tions surpasse d'une unité celui des inconnues, cela ne 
pourra arriver qu’autant qu’il existera entre les coeffi- 
cients une certaine relation qui s'obtient en éliminant 
les trois inconnues x , y^ x, comme nous l'avons vd 
n° 25 , et qui est 


(5) 


f—9 
b' — b' 


% C’îrst donc là une condition qu’il faut essentiellement 
joindre au’x équations (3) et'(4) pour que celles-ci repré- 
sentent complètement la génératrice. Cela posé, en attri- 
buant successivement à p' diverses valeurs arbitraires, 
p — i , 2 , y,. . ., et tirant de la relation (5) les valeurs 
correspondantes de q' , pour substituer les unes et les 
• autres dans (3) et (4), on obtiendrait successivement les 
équations déterminées de telle on telle position particu- 
lière de la génératrice ; mais si , au lieu de fixer ainsi les 
valeurs de// et q\ on élimine ces deux constantes entre 
les équatiorfs (3), (4), (5), V éqw&ictn finale an ( x , y, z) 

■ cahulendra alors à' toutes las ftovâionS deia génératriad t 
puisqu’elle ne renfermera plus de traces ‘des qnantirav 
//•et q' dom les valeurs particulières pouvaient seules 
distinguer une génératrice d’une autre ; par conséquent, 
le résultat dé celte élimination sera l’équation de la sur- 
face plane , lieu de toutes ces génératrices. Or, eu sub- 
stituant dans (5) le$ valeurs de p et q' tirées dé (3) et (4), 
«in trouve - . > • * • 

•p __ y — 4's— <r 
~ . b ' — b 


<t —4 


ou bien . ... 

■j.* 

(fi) jr(4 — 4 'y4- y — a) + *{(46 ' — bn ' ) -(-/> (4 ' — A) — q (a -ïià') = «. 


\ £ 

■ V 


/' i v- 
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résultat qui prouve que l'équation d'un plan est toujours 
du premier degré, et renferme généralement les trois 
variables, c’est-à-dire qu’elle est lie ia forme 

Ajc B/ 4" D = o. 


37. Réciproquement , toute équatjpn ‘du premier de- 
gré , telle que 

(7) Ai -t- Bjr + Ci -H D = o , 


ajtpartient à une surface plane. Pour le ‘démontrer, 
elterebons d’abord la trace de la surface (7) queHe'qu’elle 
soit, sur un des' plans coordonnés, XZ par exemple - , et 
comme y—o exprime (ii u 7) la propriété caractéris- 
tique' de ce p^an , en combinant cet'tc relation avec l'é- 
quation (7), notis voyons que cette trace est une droite PR 


representee par 

■m r 


Fie. j. 


(9) 


et Au-)- Cz D ~ o . 

.'Cela posé, imitons la marche suivie au n° 11, «t cou- 
pons la surface inconnue (7) par divers plans parallèles 
^XY, tels que z = a., z : les sections seront re- 

^Pesen tées par les, équations simultanées 


(10) 


et Ax -)- D) = o, 
ét Ax-)-By'-4-(Csé'-(-B 1 ) — o, 


(««) 


résultats dont la fortne prouve («? s lf>, 17) que ces di- 
verses sections août dés droites v toyHesparbllèles entre 
elles (n°24). Mais, en outre, il arrive ici que chacune « 
un point de commun arec la trace PR;' car si ,. d apeès 
la VègleMonnée au n° 3j5 , on combine ensemble les équa- 
tions (ft), (9), ( io) et (1*) pour en éliminer d'abord f 


Â 






•4 + *T 


r. 


•S 


. v 
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et z , on parvient atix deux équations 


Ax -h Ca -+- D =c O , Ax ■+■ (Ca -t- D) = o , 

lesquelles s’accordent bien à donner pour x la même va- 
leur. Or, comme il en serait évidemment de même en 
rcQiplaç^m a par a\ a",..., j’en conclus que la sur- 
face^) est te lieu d'une infinité de droites parallèles , 
qui s'appuient toutes sur une autre droite fixe PR -, d’où 
il suit que cette surface est un plan (n° 36). 

Remarquons ici que ce mode de démonstration reste- 
rait applicable à l’équation (7), quand bien même un ou 
deux des coefficients A, B, C, seraicntuuls, pourvu qu’a- 
lors on choisit convenablement la trace qui sert de direc- 
trice fixe, et la direction des plans sécants ; mais d’ailleurs, 
nous savons déjà (n 0 * 10 et 7) qu'une équation du pre- 
mier degré, de la forme particulière 

Br -t- Ci 4- D — o ou Cs 4- D = o , 

représente un plan qui se trouve parallèle à un ou à deux 
des axes coordonnés : ainsi la réciproque annoncée est 
vraie daus tous les cas. 

#■ P est très-important d’observer aussi que les cat 
çuls et les raisonnements employés n o1 36 et 37 restent 
les mêmes, et sans aucune modification, dans le cas des 
axes obliques ; par conséquent l’équation du plan rap- 
porté à de tels axes est toujours du premier degré, et la 
réciproque a également lieu. Il suit de là que toutes les 
formules et les conséquences auxquelles nous parvien- 
drons dans l«to"‘3R, 44), 4 A; 42, 43, 44, 48, 54 et 60, 
seront également v! rates pour des Tnt'üs coordonnés 
obliques, .' v ' * 

RR. Lorsque J équatiée d’un plan (7) Aot-f-B y-d-L/a 
4- B .3= o est donnée , on obtient scs traces en combinant 


ÎIKS'H.ANS F.T I>F. LEUR COMBINAISON ENTRE EUE, ÇtC. IC) 

■Au équation fcour à tour avec une des suivantes, x = o, 
y 3= o, z = o., qui caractérisent (n° 7 ) chacun des trois 
plans coordonnés ; ainsi la trace PQ sur le plan XY sera 
donnée par les deux .équations simultanées 

z = o, Ax -t- D = o; 

la trace PR sur le plan XZ , par 

y =o, Ax-t-Ce-f- D = o; 

et enfin celle qui se trouve sur YZ, savoir QR, par 
x = o, B/-+-Cz + D = o. 

40 . Pour avoir le point où le plan coupe l’axe OX , on F<c. 
posera à la fois-les conditions y = o et z = o , qui carac- 
térisent évidemment cet axe ; et en substituant dans (j), 
on obtiendra , pour les coordonnées de ce point P, 


7 = o, 2 = o, 


D 

'A : 


OP; 


on trouverait de môme pour les points Q et R, 

4* D 

x = o, 2=0, 7— ~ g- = OQ, 

D 

•®= o, 7=0, e = — — = 0R. 

• Si l’on pose ces trois distances OP = p, OQ = ÿ, 

OR = et qü’on les introduise dans l’équation (y) à la 

place de A , B, C, l’équation du plan prendra cette forme 

très-symétrique : ... 

x r z 

— - 4 - -= i. ' 
par 

* r ^ # • ■ % m . ; • -v 

41 . Observons encore ici, i° que si le plan proposé 


sû 


S' 
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devait être parallèle à uu des axes, OX par exemple, ^ 
iaudiait'quc la valeur trouvée éi-dessus pour Ja distance 
OP-devfiU inlinie, fcc qui en trahirait la condi rion A = 9 p 
par conséquent l'équatidn (7) se rédint-^lt, pctttf art tel 
plan , à » 1 . . 

R/ *f- Ci + D — o. 

* . "* , • 

2 0 . Que si le plan était parallèle à la fois aux deux axes 
OX et OY , ou .bien -parallèle - au plan XY, les valeurs 
précédentes de OP et OQ devraient être toutes deux in- 
finies, d*où'À — o ét = o : donc t’équatîbu (7) se ré- 
duirait, pour un tel plan , à 


, . Cz-t-Dr^o ou z — h. 

m.-*- > • ' > ’ ' - ••• 

'< Oes dëirtt -résultats avaient déjà été obtenus dans lés n® ,, T 
'* eislift «jais confine 'fl Importé beaucoup de famiïiarîsér 
le lecteur ivéc ces formes^partié-ttRèrés dé'Féquatîdn iî'uB 
plan, nous avons voulu les retrouver "ci , afin qu’on se 
rappelât bien que , quand un plan est parallèle à ru ou 
OF.tx des axes coordonnés, son équation ne renferme 
plus la variable ou Les variaiÜes qui Se rapportent A 
ces axes. 

42 . Lorsqu'au lù?u de donner immédiatement l’équa- 
tion d'un plan, on assigne certaines conditions aux- • 
quelles cette surface doit satisfaire, il faut alors calculer 
les coefficients qui entrent dans l’équation générale, çgr 
quelqu'un des inori-tfSr'quU'noâi afloYis expôte/éà par- 
éWfràftfc ‘les diverses éondftioôs qné- peut reijipHr un 

* • *. $• 

7 D’abord , si l’on veut que le plan passe pat troiï points 
dont les coordonnées sont oonnuçs , et désignées par x', 
y, z \ y\ z", x",. . l'éqUation générale 

•f») ’ 4 t( 4sr Ce-S-^tç: o tau*» •* •» ,* * 



■ï- 
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A'x' -t-ïfr' 4 -Cï' +Di=o,- ' 

Ax" -jr-Dy" +Ç 3 " + D — o; - *' >' fl ' 


déwa étrp vérifiée eu .substituant aux variables les coor* 
d princes de chaque point, ce qui donnera les relaliops 
' 

( 3 ) 

(4) Ax -+- B/ -+- C&S+- D =;p, 

dans lesquelles iLny a réellement que trois inconnues, 
qui sout les rapports -g, on pourra “donc les cal- 
culer aisément., - rt lés substituer dans (ij, (pii ne ren- 
ferme que c&> tnèmes rappprls^ Voici le résultat , yp pre- 
nant 1 arbitraire I) pour le dénominateur commun, 

•<- yÆffyj*. 1 ■ ^ ■ h z 7 ", »? , 

x’y "s”— .x'z"y~+ 0& y "'~y'.T"z*'-hy'z"x*— z’ y "*'* 


Jfc: 

A — — 'y"d“-‘ r z"y"‘ — z y r -t- y’z * — y'i">Hrz'y"p- 


B ==- 


-x'a*4- x'z" 


— z’x" +/i" — z"jc'" +z'x”, 
■^x" y /V — y'x'" -y y "x m 


G =. — x' y*-p x' y * 

' '.T ijjli/jJ < 1 V - i _ _ 

43. Remarquons <fàe sT'lVrn assignait seulement’ un 
point par lequel dût passer lé plan , on n’aural't akus qtie - 
la conditiftfi (ajZ'quI- jmnrriîr dti moins servir à éliminer 
''de (t) la. constante JJ; etd’éqhatidi] du plan prendrait! la 
formd'sùiŸante, trfc-li'f^emment employée,' ' •' 

A,x-.r't-t-B(j-— jr')-hCit — z’) = o, 

daps laquelle il ne lesterait véritablement que deux in- 
connues. 

At. Conditions pàur qautus droite soit sitü£e' i 3nhs un 
plan. Représentons -des équations dA Ces lieux géomé- 
triques par 


î*Ma 



Ht- 


*■ 


-tiÉM 


*D 

rj+* 


à 


*> 




’ i'K- 




II». • 

U/* qacle.oitqiw «A* n« points, «t par conséquent ou lais- 
sants# Jndétcnnibcj -li-jt valeurs dé x « y rifép*'d««(4) 
et (^satisfassent à l'équation (lu plan ;or, en substituant 
dans(i>, ilvieni •?, . iAiwidfcv . 

' i* A “» 

(An -+- B6 ^-*0) g •+• Ap -+- By +■ £> *= o ; 

« puisque cette équation doit de vérifier ptrtUr* tohù; vtl- 
leur de z , il £aut que l’on aitÀftfots ^ ... , ^ 

,iAa-bBA-f-C = o,. (£) /V» + 87 + 0=rp: y' 

telles sOnt lés 00 /idiliott.s dont ai M ! < ‘t S . 'V suite, il sera*# 
feciîu (Foitjenir l'équation {f’hn plan assujetti à passer 
pari* droit* (a)t*.('àfy:tpar tui point donné (x 1 , / , n , % 
car OU jurait à joindre ttax condiliotis (4) et (S)‘)a rela- 


tion tV.. 

• ‘ -'.il 


ïjÆfi v.V : 

A-c' -fVB/ ' <f ‘ -Cà' 4r p =< ®, 




(Ht. qui suflirait pour ralculet les valfeill9 de trois de» coefii- 
cients Â, Bj C , I), en fonction du quatrième, qui dkpa : 
iraitrait ensuite , oouunç s« # ouvrçnt facteur eomptuitj. ' 

i.'>. Relation i titre un plan et une, .imite tpii sont pa- 
roUèlbentteevx. Conservons lps no tarons pçéoédeuU» , 
et' exprimons que le /saint Je rencontre du plan avec la 
droite oit h une distancé infinie. Pour ce point coqamim , 
les variables doivern avoir les npbu. s valeurs dans les 
équations ( j), (4), (5) ; sUmd-tuous doue nomme ci-desstn, 
et il viendra 

; -c.v ’jsf : • ^ &ftarfr > *•..< *’*:% .*■ 

?" -, K. . •« éhft s es * ■ •*? e, n' 

•Vs,. u^v- 

]>»!• conséquent la ip}a tipn demandée est f 

jfci -}A\mrv i : : ïJÊmx. 

" ■_ , . iïm-j 

des conditions tiouvièf&Mr 


r 


Ü 



£* -H 


* 

<* 


. F -A-, . 

* v 


?V' S 


.Ü 


4 a 

»C» • 1 -d t 
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numéro précédent. D’après cela , on pourra mener par 
une droite donnée un plan parallèle à une autre droite; 
car on devra joindre aux relations (4) et (5) la condi- 
tion ( 6 ) dans laquelle on remplacera a et b par les con- 
stantes a et b' de la seconde droite. 

4(5. Relations entre un plan et une droite qui sont 
perpendiculaires entre eux. Sous le point de vue géomé- 
trique, ces relations consistent en ce que les traces PQ, Fie. 9 . 
PR, QR, du plan donné, sont respectivement perpen- 
diculaires aux projections correspondantes CC, BB', AA', 
de la droite en question, pourvu toutefois qu’il s’agisse 
de projections orthogonales ; car le théorème n’est pas 
vrai quand les axes sont obliques. En effet, le plan qui 
projette la droite suivant CC' est, par sa délinition, per- 
pendiculaire à XY ; il l’est aussi au plan PQR, puisqu’il 
passe par la droite dans l’espace : donc ce plan projetant 
est perpendiculaire sur l’intersection PQ des deux autres; 
d’où il suit que cette trace PQ coupe à angle droit la 
ligne CC' qui est dans le plan projetant. Ou en dirait au- 
tant des traces et des projections sur les autres plans coor- 
donnés; mais j’ajoute que la réciproque a lieu : si deux 
des projections , BB' et AA', par exemple, sont perpen- 
diculaires aux traces PR et QR , la droite dans l'espace 
est perpendicidaire au plan. Remarquons en effet que les 
plans projetants qui passant par BB' et AA', sont néces- 
sairement perpendiculaires l’un à PR, l’autre à QR, et 
par suite ils le sont au plan PQR qui contient ces lignes; 
donc l’intersection de ces deux plans projetants, qui 
n’est autre chose que la droite dans l’espace, se trouvera 
aussi perpendiculaire au plan PQR. 

Toutefois, pour que cette réciproque soit certaine, 
quand on se borne à exiger la perpendicularité entre 
deux seules projections et les traces correspondantes, il 
*#■ * 3 
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faut que les (leux plans projetants que l'on emploie soient 
distincts l’un de l’autre, sans quoi les deux projections 
dont on se sert laisseraient la droite indéterminée. Ainsi , 
par exemple, quand les deux traces PR et QR seront pa- 
rallèles à OZ, les projections BB' et AA' pourront être 
perpendiculaires sur OZ , sans que la droite dans l’espace 
se trouve perpendiculaire au plan donné, parce qu’alors 
les deux plans projetants sont évidemment confondus et 
11 e sullisent plus pour définir la droite; mais, dans ce 
cas, il n’y aura qu’à vérifier si la troisième projection CC' 
est aussi perpendiculaire sur la trace PQ. 

47. Exprimons maintenant ces conditions par l’ana- 
lyse, en conservant les notations déjà employées au 
n° 44. La trace du plan donné sur XZ est représentée par 

G D 

y = o et. Ax-f- Cz-f-D = o, ou x — — -z — 

A A 

elle doit être perpendiculaire à la projection correspon- 
dante , x — az-\-f> : donc on doit avoir la relation 

(7) « = ë- 

La trace sur YZ est donnée par 

C D 

x = o et B) + Cz -t- D = o, ou y — — -2 ; 

B B 

et pour qu’elle soit perpendiculaire à la projection 
y = bz -f- (/, il faut que l’on ait 

W h =l 

Ainsi les conditions (y) et (8) sont nécessaires et suffi- 
santes pour exprimer que la droite est perpendiculaire 
au plan. 
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48. Toutefois la dernière conséquence souffre une 
exception dans le cas particulier cité au n° 46, pour le- 
quel on a C = o; car les formules y et 8 donneraient 
alors « = 00 et b = 00 , ce qui réduirait les équations (») 
et ( 3 ) de la droite à une seule z = h, laquelle est insuffi- 
sante pour définir cette ligne. Dans ce cas, il faudra em- 
ployer la troisième projection, qui sera de la forme 

B 

y = mx -H X- , et poser m = -, 

A 

afin d’exprimer que cette projection est aussi perpendi- 
culaire à la trace du plan proposé sur X\ . Ainsi les con- 
ditions complètes de la perpendicularité entre la droite 
et le plan seraient 

(7) "=£> 6== Ë’ ® m ~~K' 

mais, à moins qu’on n’ait à opérer directement sur un 
exemple numérique pour lequel C = o , il suffira , dans 
les calculs généraux , d’employer les relations (y) et ( 8 ), 
parce qu’elles comprendront implicitement la relation ( 9 ), 

attendu, que d’après le n° 17, on a m = -. 

49. Trouver la distance d'un point donné (x\ y\ z 1 ) 
à un plan représenté par 

(1) Ax By Cz -4- I) — o. 

•i tfffp <_* : x**' • Vi a ‘ : ■ i J • t*V' 

Si du point donné nous menons une droite indéfinie 
perpendiculaire au plan, elle aura (n° 47) pour équations 

A ’ ' B 

( 2 ) *-*' = £(«-*'), (3) = 

et les coordonnées du pied de la droite sur le plan s’ob- 

3. 


* 
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tiendront on regardant les variables ,r. y, s comme 
ayant les mêmes valeurs dans les équations ( 1 ), ( 2 ), (3). 
Mais, quand 011 en aura tiré les valeurs de ces coordon- 
nées, il faudra les substituer dans la formule qui donne 
la distance de deux points, 

S— -fa — x'y-h(x — y ')’ + (*— 1')': 

par conséquent, il est plus avantageux de préparer les 
équations ci-dessus de manière qu elles renferment les 
binômes X — x', y — y', z — z'. C’est pourquoi nous 
écrirons l’équation ( 1 ) sous la forme 

(4) A(*-x’) + B(/-^') + C(«-î') + D'=o, 


en posant, pour abréger, D'=Aa:'-4-Iîy'-+-Cz'-(-D; et 
alors , en substi tuan l dans (4) les valeurs de x — %',y — y ' , 
déduites de ( 2 ) et (3), on trouvera 


— D'C 


A 3 -f-B 3 +C 


y,» r—y- 


— D'B 


— D'A 


AM-B’+C’ 




A 3 +B 3 -)-C 3 ’ 


et par suite, la distance demandée sera 

^ A x -H là y ' -f- C t! D 

±v'Â^+B T +C’ 


Le radical qui entre dans celte expression comporte 
deux signes, dont il ne faudra jamais garder que celui qui 
rendra la fraction totale positive ; attendu que toutes les 
fois qu’il s’agit de distances qui ne sont pas comptées 
parallèlement aune ligne lixe, il ne peut être question 
que de leurs valeurs absolues. 

50. Lorsque le point donné est à l’origine des axes, il 
faut poser dans le résultat précédent x'= o ,y'= o, z'= o ; 
et l’on trouve ainsi , pour la distance d’un plan à l’ori- 


* 
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gine des coordonnées , 

5 _ 

±v f Â T +F+C’’ 

formule où il faudra encore alfecler le radical du même 
signe que D. 

51. Calculer la plus courte distance d'un point. 

z')à une droite représentée par 

(i) x = az +p, ( 2 ) y = bz + !i. 

Pour y parvenir, on pourrait mener par le point donné 
un plan perpendiculaire à la droite, et dont l’équation 
serait, d’après les relations trouvées n os 4-3 et 47, 

(3) a(x — x') + b(jr— y') + z — z' = o-, 

puis, en combinant les équations (i), ( 2 ), (3), on en 
tirerait les valeurs des coordonnées z , du point où 

le plan coupe la droite. Or , la ligne qui joindra ce dernier 
point avec celui qui a pour coordonnées x', y', z', mesure 
évidemment la distance demandée; donc, en substituant 
dans la formule générale 

S" = s/{x-x')'y-{y-y')'+(z-zj, 

ou obtiendra cette distance , qui , après diverses réduc- 
tions, pourra s’écrire ainsi : 

S" = \J{x> -p)' + {y'-<i)' + z ''- - • 

où l’on a posé, pour abréger, 

H =a(x' — p)-\-b[y' — q)-\-z'. 

52. Mais on arrive à ce résultat d’une manière plus 
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Fie- î- simple et plus élégante, en imaginant le triangle M'MT 
formé par la droite donnéeMT, la perpendiculaire M'M 
abaissée du point en question M', et la ligne qui joint M' 
avec la trace T de la droite sur le plan XY, trace qui 
a pour coordonnées z — o, x—p, y — <]■ En efl’et, ce 
triangle rectangle donne 

MM' = VTM'’— Tm’: 
or on a évidemment 

TM' = [x'—p) + (y' — q)-yz' 
et 

TM = TM'cos(MTM') 

= TM' (cos a cosa' -t- cosS cosfi' -+- cos 7 cos 7'), 


en appelant a, 6, y les angles de TM avec les axes, et 
6', y' ceux de TM' (n° 34). D’ailleurs on sait (n° 29) que 


cosa' 


P 

TM' ’ 


cos 8' 


y'— 1 

TM' ’ 


cos 7 ' = 


TM'’ 


donc il vient 


TM = [x' — p ) cosa (y ' — q) cosë + z' CO87; 

et en substituant dans la valeur de MM', on obtiendra la 
distance demandée sous la forme 

MM’ = y' (x'— p)‘-h (y — q )’ -+- S * — [ ;.r'— p'jCOt a -+- ( y — î)C0* 6 -ht 1 ' CO» ■/]', 


laquelle coïncidera avec l’expression trouvée pour â", si 
l’on veut bien y mettre les valeurs connues 


\Za ï -(-è I + 1 ’ 


cosë= - 


^+ÏM-î 


COS 7 : 


y/ a J -f -b- -4- 1 
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53. Trouver l'angle d’une droite et d’un plan , repré- 
sentés par les équations 

(D) x = az+p, y—bz + rf, 

(P) Ax-(-B^-t-Cï-l-D = o. 


Celle inclinaison serait une quantité indéterminée, si 
l’on ne convenait pas d’entendre par là l'angle compris 
entre la droite (D) et sa projection orthogonale sur le 
plan P ; et ce choix est fondé sur ce que cet angle est le 
plus petit de tous ceux que forme la droite (D) avec les 
diverses lignes tracées par sou pied dans le plan , ainsi 
qu’on le démontre aisément par la Géométrie. 11 résulte 
de cette définition que, si d’un point de la droite (D) on 
abaisse sur le plan une normale ($ ), l’angle de ces deux 
dernières droites sera le complément de celui que l’on 
cherche. Or, quel que soit le point d’où l’on mène la 
normale , ses équations auront la forme 

(N) x=a'z-hp' , J' — b'z-t-q, 


avec les relations a'= p, b' =z- i et comme, d’après le 

n° 32 , on a , pour déterminer l’angle des deux droites (D) 
et (N), 

, , aa' -+- bb' -t- i 

cos(D, N) = 


^ a* b 7 - i y a' 1 -4- b' 2 -+- i 

on en conclura, parla substitution des valeurs précéden- 
tes de a' et b' , le sinus de l’angle du plan avec la droite, 
savbir : 

. Aa-t-B6-t-C 

sin ( D, Pj = , - — — ; — , . , . 

r * VA 1 + B : -+- C’ \Ja 7 + i’+i 

54. Maintenant comparons les plans entre eux, et 
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cherchons d'abord les conditions qui expriment que deux 
plans sont parallèles . Soient 

( P) Ax -4- Br H- Cx 4- D = o, 

(P') A'i4-BV + C'j4-D' = o, 

les équations de ces plans. Il faudra et il sulfira que leurs 
traces sur chacun des plans coordonnés se trouvent res- 
pectivement parallèles; si donc on pose dans les équations 
(P) et (P ), successivement x— o, y = o, z — o , on trou- 
vera les conditions 

C_ C' C_(^ A A' 

B B'’ Â~A" B B ' ’ 


lesquelles se réduisent à ces deux-ci , 


(îo) 


A B C 

A' B' (?’ 


c’est-à-dire que les coefficients des termes variables seuls 
doivent être respectivement proportionnels dans les deux 
équations; et même on pourra toujours rendre ces trois 
coefficients respectivement égaux , en divisant le terme 
constant D' par le facteur commun qui distinguera A', 

B', C', de A, B, C. 

ic. 8. 55. Trouver V angle de deux plans donnés par les 

équations ci-dessus ( P) et (P ). Si l’on conçoit la figure 8 
exécutée sur un plan de projection perpendiculaire aux 
deux plans proposés, ceux-ci y seront représentés par 
leurs traces AP, AP'; et l’angle PA P' mesurera évidem- 
ment l’inclinaison de ces plans. Mais si on leur mène deux 
normales par le point A, on reconnaîtra aisément que 
l’angle NAN'= P AP'; d’ailleurs, comme ces droites pro- 
longées indéfiniment forment, aussi bien que les plans, 
quatre angles supplémentaires deux à deux , on peut dire 
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généralement ({ue ces deux normales comprennent entre 
elles les mêmes angles que les plans en question ; et cela 
sera vrai encore de deux autres droites parallèles à Ai\ , 
AN', et tracées par tel point de l’espace que l’on voudra. 
Cela posé, en menant par l’origine deux perpendiculaires 
aux plans (P) et (P'), elles auront pour équa lions 


(N) 

(N') 


x = az , y = bz avec les conditions 
x — a'z, y — b'z 



b 


B 

C’ 


B 

C' 


et les angles de ces deux normales seront déterminés 
(n° 32) par la formule 


eos ( N , N')= - 


bb' 


± \Ja 7 4- b 1 i a' 7 ->r b' 7 


donc, en substituant ici les valeurs de a, a\ b, b', on 
aura pour les angles des deux plans 


cos ( P, P') = 


AA' + BB' + CC' 


±: \Ja 7 + B 2 -+- C 2 \/A ' 2 h- B ’ 7 -+- C ' 2 ’ 


formule où le double signe qui affecte le second membre 
répolfd aux angles aigus et obtus que comprennent les 
deux plans indéfinis. 

56. Pour calculer les angles que fait un plan (P) 
avec les plans coordonnés, il suffit d’exprimer, dans la 
formule précédente, que le second plan (P ), qui était 
quelconque, vient, à coïncider avec un de ceux-ci. Or, 
pour que le plan (P' ) devienne le plan XY, il faut évi- 
demment poser dans son équation A==o, B = o et D = o; 
donc alors on a pour l’angle du plan (P) avec le plan XY, 

cos ( P, xy) ■ — ^ = C os( N , z) : 

± s/a 2 B ' -f- C 2 
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on trouverait d’une manière semblable 


cos ( P, xz) = - — - r 
COS ( P, Y Z) 


B 


v'A 5 -H B 1 -f- C’ 
A 


± VA ; -4- B : -+- C’ 


= cos(N, y), 
cos (N, x'j. 


Ces trois angles du plan (P) avec les plans coordonnés, 
sont évidemment les mêmes que ceux de la normale (IV ) 
avec les trois axes ; aussi , en faisant la somme de leurs 
carrés, on trouve, comme au n° 31, la relation 

cos’ ( P, xy) -f- cos’ ( P, xz) •+• cos’ ( P, yz) = i . 

57. Les angles d’un plan (P) avec les plans coordonnés 
laissent- toujours une ambiguité qui ne peut disparaître 
qu’en substituant au plan , supposé d’abord transporté 
parallèlement à lui-même jusqu’à l’origine des axes, une 
normale menée par ce point et prolongée vers une seule 
des faces du plan. Les angles de cette normale avec les 
axes positifs sont alors complètement déterminés, puis- 
que, dans les formules du n° 56 , il faudra prendre le ra- 
dical de meme signe que le coefficient C , lorsque ^nor- 
male en question formera un angle aigu avec OZ, et de 
signe contraire j quand elle fera cet angle obtus. Quant à 
la manière de délinir la face du plan sur laquelle on veut 
élever cette normale , c’est dans chaque problème en par- 
ticulier qu’il en faut chercher les moyens : par exemple, 
dans les questions de Mécanique, où il existe des forces 
qui tendent à faire tourner leur rayon vecteur autour de 
l’origine, on peut convenir que la normale sera élevée 
de telle sorte que le spectateur placé sur cette droite, et 
les pieds sur le plan, voie le mouvement de rotation 
s'effectuer toujours de sa gauche vers sa droite. On pour- 
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rait adopter l’hypothèse contraire; mais la première offre 
l’avantage (pie, quand la normale ainsi définie formera 
des angles aigus avec les demi-axes positifs disposés sui- 
vant l’usage habituel, la projection du rayon vecteur sur 
les plans coordonnés se mouvra dans l’ordre alphabétique 
des lettres, savoir: de OX vers OY, de O Y vers OZ, et 
de OZ vers OX. 

De même, pour mesurer sans ambiguité 1 angle de 
deux plans (P) et (P , ) 1 il faudra prendre l angle com- 
pris entre deux normales dirigées par rapport à chacun 
de ces plans, comme nous venons de l’indiquer pour un 
seul. 

58. L’équation du plan prend une forme remarquable, 
et utile à employer quelquefois, lorsqu’on y introduit la 
perpendiculaire â abaissée de l’origine sur ce plan, et les 
angles 1, p, v, que fait cette normale finie avec les demi- 
axes positifs OX, OY, OZ. Pour abréger la discussion, 
admettons que, dans l’équation 

(P) Aj: -t- B/ -+- Cz -+- D = o, 

on ait eu soin , avant tout , de rendre négatif dans le pre- 
mier' membre le terme D; alors la perpendiculaire abais- 
sée de l’origine (n° 50) devra être écrite ainsi 

*= . D -, 

— V À 2 -t-B’ + C’ 

et les angles A, p, v seront donnés (n° 56) par les formules 


co s À = 


cosn = 


A 

4- v / A I 4-B , 4-C ,> 
C 

4- ’ 


cos fl — 


B 

-h v'A’-f-B’ + C 5 ’ 
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car, d’après la préparation effectuée sur le ternie 1), je 
dis qu’on doit prendre ici tous les radicaux positivement. 
En effet , le plan proposé coupe les axes coordonnés à des 
distances 



lesquelles auront évidemment les mêmes signes que A , 
B, C : or, quand la distance x' sera positive, il est facile 
d’apercevoir que l’angle X de In normale finie d se trou- 
vera aigu, et qu’ainsi cos X devra être positif; mais puis- 
que alors A > o, il faut donc dans l’expression de ce co- 
sinus prendre le radical avec le signe +. Si au contraire 
la distance x' était négative, l’angle X serait nécessaire- 
ment obtus; et comme dans ce cas, on aurait A <o, il 
faudrait encore prendre le radical positivement. La même 
discussion s’appliquant aux autres angles, il eu résulte 
que les cosinus doivent être écrits comme nous l’avons 
fait ci-dessus; et alors ou en conclut 


A = 



cosli, 



C 



cos y, 


d’où, en substituant dans l’équation (P), il vient pour 
l’équation du plan , 

x cos ).-(-/ cos p -H z cos y = — t— A. 

Sous cette forme, le second membre à sera toujours une 
quantité essentiellement positive, et les cosinus seuls 
pourront avoir des signes divers, suivant la position du 
plan , ou plutôt de la normale d relativement aux demi- 
axes des coordonnées positives. 

59. Condition pour que deux plans soient perpendi- 
culaires entre eux. Dans ce ras, il faut et il suffit que la 


Digitized by Google 



1>KS PIANS ET 11K I.KUR COMBINAISON ENTRE EUX, ftC. 4^ 

valeur trouvée n° 55, pour le cosinus de l’angle des deux 
plans , devienne nulle : donc on aura la relation 

AA'- 4 -BB' + CC' = o. 

60. Déterminer l'intersection de deux plans représen- 
tés par les équations 

(P) Ai + B/ + Cz -4- D = o, 

(P') A'x + B>-f- C'z + D' = o. 

On pourrait, d’après les réflexions faites au n° 13 , se 
contenter de dire que la droite demandée est suffisamment 
déterminée par le système des équations (P) et (P') prises 
simultanément, c’est-à-dire en y regardant x, y, z, 
comme recevant à la fois les mêmes valeurs. En effet, 
sous ce point de vue, il ne reste plus qu’une de ces varia- 
bles qui puisse être prise arbitrairement; de sorte que si 
l’on pose tour à tour z = i, 2 , 3. .. 9 ... et que l’on cal- 
cule d’après les équations (P) et (P'), les valeurs corres- 
pondantes de x et de y, on déterminera autant de points 
que l’on voudra de l’intersection des deux plans. Mais si 
l’on désire de connaître les projections de cette droite , on 
se rappellera (n os 3et 17) que les variables x et z, par 
exemple, représentent à la fois les coordonnées d’un 
point de l’intersection dans l’espace, et celles de la projec- 
tion sur le planXZ: donc l’équation de celle projection 
s’obtiendra en éliminant y entre (P) et (P ). Le même 
raisonnement montre qu’il suffira d’éliminer xpour avoir 
la projection sur YZ; de sorte que, sans développer ici les 
calculs, on arrivera évidemment à deux équations de la 
forme 

(1) x=az+p, (2) y = bz + g. 

Si ces dernières sont plus commodes pour se repré- 
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senter la position de l'intersection, c’est qu'elles appar- 
tiennent (n° 15) à deux plans passant par cette droite, 
et qui ont cela de particulier, qu’ils se trouvent perpendi- 
culaires l'un à XZ, l’autre à YZ; mais il u’cn faut pas 
moins rester convaincu que les équations (P) et (P') sous 
leur forme actuelle, et prises simultanément, détermi- 
nent déjà la droite demandée aussi complètement que 
(ï) et (a). 

61. Par des raisons toutes semblables, on sentira que 
la courbe intersection de deux surfaces représentées par 

F (x, r, z) = o, F' (x, y, z) = o, 

est aussi complètement déterminée par le système de ces 
deux équations, prises simultanément , que parles équa- 
tions de ses projections 

* = ?(*)> r = 

déduites des précédentes, en éliminant tour à toury et x; 
et d’ailleurs ces dernières représentent aussi deux surfa- 
ce. s j savoir: des cylindres parallèles à OY et à OX (n* 8). 

Nous terminerons ce chapitre par un problème qui 
nous fournira l’occasion d’appliquer plusieurs des for- 
mules obtenues jusqu’ici. 

62. Trouver la grandeur et la position de la plus 
courte distance de deux droites , que l’on suppose n’ètre 
pas daus un même plan, et avoir pour équations 

(L) x = az -t-p, y = bz 4- q, 

(I/) x — a'z-X p', x — b ' z -+-?'• 

Pour résoudre la première partie de ce problème , con- 
cevons par la droite (L) un plan (P) parallèle à (L'), ce 
qui est toujours possible, puisqu’il suffirait de faire passer 
ce plan par la première ligne et par une droite menée 
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d’un point de celle-ci parallèlement à la seconde (mais, 
pour exprimer analytiquement ces conditions, nous em- 
ploierons tout à l’heure un moyen plus simple). Imagi- 
nons aussi par la droite (L') un plan (P') parallèle à (L) : 
ces deux plans seront nécessairement parallèles entre 
eux , et leur distance mesurera évidemment la grandeur 
de la plus courte distance des deux droites proposées. 

( Voyez la Géométrie descriptive , n° 47.) 

Or le plan (P) aura une équation qui, pour simplifier 
les calculs, pourra s’écrire 

( P) Ax 4-B/4-z4-D = o; 

mais , puisqu’il est parallèle à la droite (L') et qu’il con- 
tient la droite (L), on aura (n°* 44 et 45) les conditions 

(1) Art' 4- Bi' 4 - i=o, 

( 2 ) Art 4 - hb 4 - 1 = 0 , 

(3) A p 4- B<y 4- D = o, 

dont les deux premières donnent 

b — b' D a' — a 

ab' — a'b ’ B ~ ab'-a'b’ 

et la troisième déterminera I) en y substituant ces valeurs. 
De même, le plan (P ) aura pour équation 

(P') A'x 4- B'y 4 - z 4- D' = o, 

avec les conditions 

(4) A'a 4- B 'b 4-1 = 0 , 

(5) A'a'+B'b'-h 1 = 0 , 

(6) A'p’ + BV 4-D'= o; 

et sans résoudre les équations (4) et (5), on doit voir, en 


.M — 
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les comparant avec (a) et (i), qu'elles conduiront à 
A' = A, IV — B, comme on devait s’y attendre, puisque 
les plans (P) et (P ) sont nécessairement parallèles : quant 
à la valeur de D', elle se tirera de (6). 

Cela posé, abaissons de l’origine deux perpendicu- 
laires d et d'sur ces plans parallèles; elles seront expri- 
mées (n° 50) par 

j_ D P' . 

v'A’ -+- B 3 -H i ’ VA' 4- B ' 4- i ’ 

et leur différence o — d ou d — d' mesurera l'intervalle 
des deux plans, ou bien la plus courte distance d" des 
droites proposées; donc, en substituant ici les valeurs de 
I) et 1)', ti rées de (3) et (6), puis celles de A et B, il 
viendra 

/ x j » _ X (P~ />')+%— — (?-?' ) (a-fl') 
B 3 — I— i ^ (a-a' y-\- (b-b' y-\-(ab' -a' b) 7 ’ 

03. II est essentiel d’observer que, pour obtenir la vé- 
ritable grandeur de d" dans tous les cas, il faut d’abord 
garder les numérateurs 1) et D' avec les signes qui les 
affecteront , puis prendre toujours leur différence analy- 
tique. En effet, comme les deux plans (P) et (P') coupent 
l’axe OZ à des distances z = — D, z' — — D’, si les 
termes D et D' sont de même signe, ces plans parallèles 
se trouveront d’un même côté par rapport à l’origine des 
axes ; et , dans ce cas, leur distance est bien égale à la diffé- 
rence des grandeurs absolues des perpendiculaires d' et d, 
c’est-à-dire qu’elle sera donnée par 

± ( D ' — D ) 
v/A’ 4- B 3 -j- i ‘ 

Au contraire, lorsque D et D' sont de signes opposés. 
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l’origmedes coordoluiées est située entre lés deux plans , 
et,afcjsJta «véritable distalité <r se trbàve la s®mme d* 
valeurs absolues dps perpendiculaires •$; d';- raafe mie 
somme équivaut encore à la différence analytique 

. •• • JaL(D'.— D) 

: ‘ l -• • \]K‘ -t- B ' 

Donc, dans tous les cas, la règle énoncée ci-dessus ' est 
jnste^ et seidetnent, dans la videur défioitire dè 
*audra -rendre \& en donnant an- radical 

|ç même sigue qu aura le'-fiiMnérateur'. ' * * 

64. On peut , dans la formule ( 7 ), ilitSsoduiné l’asi^lè 6 
<[uc font entre elles* les deux droites proposées, et les 
angles a, 6, 7 , a', 6 ', y', qu'elles forment ^vee lès axes. 

Eu effet, d’apFes la dprnière formulé du n° 32,1a valeur 

de à" peut è*çe écrite ainsi, • ' , :> . , 

* «. * 

v j *.-s -ft* b' ■+• I V a' 3 ■+■ 4>/*<rt* 1 * ;■"* 

<4 «+•©« f siths^i tjl e les, -C aJèüi«- 1 r6 u vées *n d 30, 

« 

. çoSy,. if . v «uei, *- .. crtqr . 1 cpsy',. , , 

«O obtiendra . **•■*•' ***.?&• -,H *tsdf 

, * ■ *1 \ ■„ ttn*- ■i'*" ftfci jr j , a 

(8> 6 > co ? y 

f)f>. Quant à ia seconde partie dp profelèine, laquelle 
consiste à .tnouÿer la po&kipn • ebn la lignefL") sut W ' 
(juc Ue se mesuré la plus couu-ee distance des droites pro- 
p 0 séeà,.U snifit de remarquer que cette ligne- (1/). devant 
ètté n? 47 ) pet^iendiqulaire en même temps 

et à £t'), sera donnée pèf l'intersection, d« deux [dans ( Pi) 
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et (P*) mené* l’un par (L), l'autre p*r (L'), et loua le» 
(leux perpendiculaires à (P). Or, ces nokvctmx plans gè- 
rent déterminés par les équations 


(P") 


A"x4-B".r4-s4-D"= o , 
A "A4- B"B -+-i=o, 
A"a4~ B "b 4-1=0, 
\"p 4 - B "q 4-D"=o, 


(P*)' A w x 4 -B''> 4 -s 4 -P*=o, 
A” A 4- B "B 4- i =o, 
A "a' 4- B "'b' 4-1 = o, 
A7-t- BV 4-D"'=o. 


Donc la droite cherchée (L') se trouvera' représentée 
analytiquement par le système des équations (P") et (P"), 
prises simultanément, , lesquelles, deviennent, après le 
calcul des eoeffioients , 

(x — p ) [a — a'+blpb' — « 7 j)} 4 -(^V — q) [é — b’+a [a f b-^ab'fj\ 
~‘z[a^q’) + b{t—b')\; . 

(x—p')\a'—a+b'{a!b—ab’))-lr{y—q')[l>'—i>+a'{vbr~-a'b'f\ 
= a [a 1 (a'— a) 4- b' ( b'— b )]. 

• 

06. Remarquons , en terminant , fjué si les deux droites 
(L)et(L') se coupaient, le numérateur dç la fûrmule/(^) 
deviendrait nul , d’après la condition (S) du n° 23, et 
alors on trouverait d" == O, ce 'à quoi l’on devait s’at- 
tendre; mais si ces droites étaient' parallèles, - oh aurait 
d" = t, quoique leur distance soit partout, constante. Ce 
dernier résultat tient à ce que ,lés plans (P) pt (P') de- 
viennent' alors indéterminés, comme ôn peut s’eii con- 
vaincre en remontant aux conditions qui avaient servi à 
Ifes définir, ou bien eu îwmarqwant qtu> les équations (t) 
et (a) du u° 62se réduisent» une' seule- Cependant . pour 
appliquera ce cas la même «torché , il suffirait d'exprimer 
que les plans (P) et (P );soiit menés pérpèbàUvul aires fui 
plan quboomiendmit les dmtx tfyçnm parallèles; biais il 
géra bien plus rourt de- chetéher fe perperfdiriiîairc abais- 


ù 
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séed'uh point de (L')spr (L). Prenons, en effet, pour 
ce point la trace qui est donnée par z =o, x=p', jr=o', 
et la formule dji n° 51 fournira , pour la distance des 
deux droites parallèles, 1 / • 






. i+é+.i' ’ 


ou bien 


8 "* = [p ' — P y -f- (q ' — qf — f( p • — p) COS a -f- (q ' — q ) co»6 ] J ; 


résultat qui est facile à vérifiér ou à obtenir directement, < 
au moyen d’un' triangle rectangle dont l’hypoténuse se- 
rait la distance des traces des deux droites proposées. 
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CHAPITRE IV. \ .*■ ... 

> ?•* #* >. p *.ç^* 

Trans formation do* Coordonnées , et théorèmes sur les 
Projections des droites et des surfttces / dattes , 

• *• V 




ji C ^ t»7. l.ors*in une droite finie AB cl aine 'droite indéfinie 

()X se trouvent ou non' dans un iuèipe plan, et que, des 
extrémité» de la première , on abaisse sur l’antre des per- 
' * pendîculaires AA’ et BR qui , en général, ne seront point 
parallèles, la partie interceptée A B' se nomme la projec- .. 
tion de AB, et ces deux droites ont entre elles une rela- 
, tion remarquable. En effet, si, par le point B, on con- 
çoit un plan MBB' perpendiculaire à OX, et. que l'on 
* mène jusqu’à ce plan la ligne AC parallèle à OX, le 
' v triangle AC8 sera rectangle en C, et l’angle BAC = a 
sera ce qn’on appelle l’angle de AB avec OX. Or, ce 
triangle donne ÀC = AB.cosa, ou bien A' B' = AB. cos a. : 
ainsi la projection d'une droite sur une autre est égale 
a la droite primitive multipliée par le cosinus de l'angle 
aigu qu'elles font entre elles ^ « t 

68. Le mêmp théorème subsiste pour une Surface plane 
projetée sur un plan quelconque; mais commençons par 
Fin. ro. considérer un triangle ACB dont un dès côtés BC est pa- 
rallèle au plan sur lequel on veut projeter la figure : alors 
* on pourra évidemment supposer que ce plan de projection 
v p*6se par le côté BC lui-même , et représenter par A'BC 
la projection du triangle primitif. Cela posé, menons par 
, la ligne AA' un plan sécant perpendiculaire à BC"; il 
.. V coupera les deux triangles suivant des droites Ail et A H 


7* * 


„» 
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qui en' seront les hauteurs, et qui comprendront e titre 
elles un angle « égal à celui que forment -les. plans de cd» 
triangles. Or, on a évidemment 

,\bc : a'bc i: AH : A'H :: i : eus*; 

tt. r , # . * 'A; ■•'a* ' v . 

d’où l'on conclut -V - 4 , 1 t r + » , 

A'BC =^.ABO X COS«. • ‘ I , • ■ 

Sfle triangle ABC n’a aucùfr de ses eûtes parallèles au f, g . 
plaii de projection , concevez éé £lan mené par l’angTe 
inférieur B , ef soit A'BC' la projection de ABC. En pro- *. 1 
longeant les lignes jusqu’à - ' la rencontre du plan , vous 
fohnerèi deux triangles ADB et CDB, pour lesquels le 
théorème ès( démontré; ainsi vous aurez ** ’ -* a 

* . ' » • , *, 

A;i?B= ADB Xcosa^ C'DB= ÇOBX OiSfij. v 

9 

donc,- etf soifslrafant mentbrë a '’mèmbré', il vftfljtlra * 


It. 


encore 

.-••A 


A'G'B =» At»Xnosa. 


■ CA . J- 


■69. Maintenant, soient P un polygoiie plan, et P sa 
projection sur un plan fixe. Si l'on décompose le premier 
en triangles T,, T,, T a , . . . dont les projections soient 
T-'|, T'j,T' s ,' .'. : , le polygone P sera la Sônàme dés uns, et 
P' la somme dits antres ■ mais on ajxn . pour chacun dn- 

ces triangles. •> - . - ■ + •- '■* <* ’ 

v * •* , . * ' ■ * 

T 1 =T,.cosa, T, =AT, eOs«. 




donc. en ajoutant membre à meiithre , il viendra 

«. V.'-. * ••• ’+ fvi ** m 

P’ =^PcOSa, 

■ • . .-'i"* * - '*»• 

formule qui démotHro que la projection d’une aire plane » 
sur unyrlan quelconque est égale à V dire primitive mul- 
tipliée par le cosmus Ac' l'angle tirai que forment entre 

t'HX'les dettes plans. -• ~ ,» • • •.* ù --~t yS- 


I-V 


t • 


IV 

F * 


T*v 
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■ 70. Il «si fl ailleurs facile d’étendre , par la méthode 

(fcs limites , la même proposition au cas d’une aire plane 
• S terminée par une ligne courbe ou mixte; car, en y in- 
scrivant un polygone P ,,et désignant par S' et P' les pro- 
jections de ces deux surfaces sur le plan fixe, on voit bien 
qu à mesure qu’on multipliera les côtés du polygone, les 
deux quantités constantes S' “et & cos a seront les limites 
. d £S deux quantités variables P' et P. cos « j or, ces der- 
nières étant toujours égales entre elles d’après la formule 
y t précédente, ôn en conclut que leurs limites sont aussi 
égales, c’est-à-dire que S'=S. cos a. 

Ainsi un cercle dont le rayon égide a , étant pro- 
. v SHr un plan, donnera une ellipse dopt l’aire sera 

, . • E=tt a*, oosa; mais il est évident que les deux demi- 
axes de oette ellipse seront a et b = a cos a; donc l’aire 
, deviendra E — % ab '..résultat conforme à ce que -l’on sait 
•: d’ailleurs. •• t 

71. Si )’on projette la surjîuùe plane P sur trois plans 
rectangulaires^ avec lesquels elle forme des angles désignés 
par a, S } y, on aura , pour les trois projections I*, P', P” 
de cette surface , 

„ .. Ff = Pcos*,. P"^=Pcps$, P'“ = PC 0 S 7 ; 

plus, en feisant la Somme des èarrés, et en se-rappelant 
(n° 58) que cos ’ a -(- cos * 6 -f- cos ’ y = 1 , il viendra cette 
• relation très-reqja rquable .• , » 

f po + p-"> jç-, p, 

7 ' ’ 1 * ’ S* # * , ' N * • * 

72. Occupons-nous maintenant de la transformation 
des coordonnées rectiïignos, et supposons qu’il s’agisse 

Fm. i». de poster d'un système d'axes rectangulaires G?£ , Q¥, 
OZ, à un système tf axes obliques OX', OY', 0 Z’, qui- 
« . lK fa même origine que les premiers. Si d’art point 

* quelconque M de l’espace, noos menons les droites Mp, 

1 


► 
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iVJP', respectivement parallèles à OZ, OZ', et terminée» • 
aux points P, P-', «ù elles rencontrent Peine le plan Xï) 
l’autre le plan X'Ÿ'; puis, si de ces pieds nous tirons PQ', 
PQf', parallèles à OY, OY', nous aurons pour les coor- 
données de M dans les deux systèmes , 

‘x — OQ., y == PQ, z =F 
x' = OQ', /'z=P'Q', 

et la question consistera à trouver les valeurs des unes en 
fonction des autres. Pour cela , projetons la ligne brisée 
x'^j'+z' sur l’axé OX, eii abaissant de chacun de ses 
angles les perpendiculaires Q' G, P'H, MQ: petteder.- 
nière étant nécessairement dans le plan MPQ, aboutira 
précisément à l’eitrétnité de l’abscisse X — O.Q , et 1 on 
attèa aibsî . • 

* " (i) x = ÜQ = OG 4- GH -+- BQ; 

.1 » ’ * , 

mais parle théorème dn n®-07 ,!on obtient 

OG = x' cos (x r , x ), GH == y ' cos( y r , x), HQ s' coS (z'y-f), 

en désignant toujours par ces notations et autres sembla- 
bles, les angles Compris entre deux demi-axes positifs. 
Donc, en 'substituant, il viendra 

(a) J x ~x' cos(x',x) -+- y ' cps(x', xj -+- z' cos (a', *). fr 

• . r ’■ 

A la vérité , la construction paraît supposer que les axes 
OX', OY', OZ', forment tous 'des angles aigus arvee OX-, 
cependant, si l’un d’entre eux, par exempt OY ! , foc- 
mait un angle hbtus, alors dans la figure, que ’l’tfti Con- 
struira aisément , le point H tomberait à gauche de G, Ct 
Von aurait, au lieu de (i) , cette équation 

(3) • x = OG — GH -P HQ , 

avec laquelle s’accorde encore l’èquaûongénérale 
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W, d aprèsJ hypothèse YOX :>go u y le terme ycos(y',x) 
s or«, aussi négatif, «il toujours égal numériqnenién b à la 
projection (ÏJJ de ]<ydonnée J J ( v >' = y;'. '• • • 

Ü’gu autre cùui, .si, eu laissant Van^le-Y'OX aigu, Il 
arrivait que le point i\l eùt-sofl.ui'donHée y négative, le 
point H tomberait aussi à gguehçdeQ, et l'équation (.1) 
l'cmplaeerait'tjpcOae l'équation (i): ce qui prouve que, 
pour rendre la formule ( 2 ) applicable à tous 1rs cas, il faut 
tenirWuftpte des signes des coordonnées et des signes des. 
cosinus, en Rapportant toujours ces cosinus aux angles 
compris les dcfiii-axes positifs. li’ai Heurs, en pro- 

jetant la mC'Hi'e ligne brisée x-fj'-i- z' sur f)Y et sur OZ , 
on aurait nécessairémeht dos résultats semblables : doue on 
ptmt dire tpre cbafjMe coordonnée 'rectangulaire est égale 
il ia somme algébrique des projections des trois nouvelles 
coordonnées “siir chacun ' des anciens axes et- poser les 
trois formules générales qui -suivent: \ 

cos ;jr', -HJ ' COH'IJ -(- 1' cui>{«', x) = ai' -Ç h -e c*[> 

(!>’ = *’ «3* (Pif) ' cos (x\ /)■*■*' «» *,r) *= -+■ l>y ■+■ c’s', 

J( s = i'cos(x', cos {y, t) -h s' — «V 1 -tr4'>'.'t>c'V. 

• • • /' *' • * 

Toutefois jl fant bien ruiqarquer que les actif rort>- 
stautes qui entrent dans eut, formules ne jienvent j»s 
toutes recevoir des valeurs arbitraires, F.n eftet, a. ai, a". 
par exemple, désignant les cosinus des angles que forme 
upe même droite <JX' avec trois axes- î-eetangulam'S OX. 
QJC, QZ, doivent èUrsOuuiis a la condition citât-ii 0 Sf: 
il en arrive «mantqxnn b b' . 4r‘\- et pour c, c- f c ( r par 
oouséquenl iltaudr» toujours jrtiudi e aux formules ("4) les 
hoia relations suivantes: • *> • 


(5) a’-b fl'M- a" 2 = 1 A’4- b '*+ i "' = 1 , t 2 4- c'M- c*' = 1 , 

* , f 

ee qui ne laissera que six constantes dont on puisse 
disposer âtbittafirémem. , - • ‘ 
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.73 .* Pmser d 'un système d' axes rectangulaires i ufl 
autre système d'axes aussi rectangulaires ? il suffira d'em- 
ployer les formules précédentes (4) et (5), en y joignant 
de nouvelles conditions propres à exprimer que les axes 
OX', O Y', QSTJ sont aussi perpendiculaires entre eux. 
Or , d’après la formule (i a) du n° 34 , on a dans tous les 
cas, . \ •• .*-••• ‘ . 

- ' -y ’ V K '• " ^ % * '■ 

cos (x\ y') —.Cf» x {x r ,x) cos ( y ’^x) -+- cos(x', y) cqs( jr', y) 

-h cos (x'pz) cos ( y!, a). 
• v ‘ ^ab+a'i'+^h"-, ■ ^ 

cosfjX 1 , *') z= ac -\-a'd -\-à"c ", 
cos'(y'P) ±= bc-t- b'c r + b"c"l 


Donc , pour exprimer que les angles de6 nouveaux axes 
sont droits, it est nécessaire et suffisant de'poser les condir 
lions..' w ' 

ai q- a'b 1 ' + a"i)" = o, 


.(6). 


j ac-'-h a'c' h" c" == o* , 
f bc -fc b'c' -H b'"c", — o; 


r- que la solation du problème actuel est fournie 
3rmules-(4)r (5) et (6) ; mais, comme cdâ établit 
rel;> i inïsewtt'e les neuf constantes, H n'en restera 
plus qu£ trois dont an puisse disposer arbitrairement 
pour modifier l’équation d’une sgj*face donnée, tant que 
les axes testeront perpendiculaires entre èux* 

74 -Dans le cas dé deux systèmes rectangulaires , on a 
quelquefois besoin de résoudre les formules (4) par" rap- 
port à x',y \ i'\ il suffit pour cela de les ajouter, i° après 
avoir mtdtiplié la première par a , 4a, deuxième par a', et 
la troisième par«"; a° après les avoir multipliée^ respeofî- 
vement par A, b', A"; 3-° par c, c', c": car ces trois opérations 
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donnent) en ayant égard aux relations (5) et (&), les for- 
mules « . «*- ' 

! ax -h a'y ■+■ a"i = .r' , , 

i x+by + b"z=y, 

rx'-(- c’y -t- c r z — z'. ' ' . 

On pourrait d’ailleurs établir directement ces formules . 
en regardant x' , y' , z' comme les coordonnées primitives 
rectangulaires, et en se Rappelant que chacune d’elles est 
(n° 72) égale à la somme algébrique des projections des 
trois coordonnées x, y, a, sûr les divers axes OX', OY', 
O Z'. Sous ce point de vue, on aperçoit qu’il doit exister 
entre les constantes les six relations ' > 

(8) o* -h 4’ -+-c* ï=!, i" + r. + c , '= : , | V* -*-*,*• -*•«'’ 

(9) aa' -htb' -h ec', = o, n»" -S-,.hb" ce* =; ft, aWH- b'6" -hc'c" =i y, 

que l’on doit regarder comme entièrement équivalentes 
aux conditions (5)> et ( 6 ); car les unes ou le^ autres ne 
font qu’exprimer, dans un -ordre di Itèrent, que les six 
angles XOY, XOZ, YOZ, X'OY', X'OZ', Y'OZ', sont 
tous droits. 

7». Les équations ( 7 ), relatives à deux systèmes d’a *es 
rectangulaires, manifestent une propriété remarquable 
que présente la projection djune droite sur une auiic 
droite. En effet , on doit voir, comme au n° 72., que Je 
rayon vecteur OM n), projeté perpendiculairement 
sur OX' considéré comme une 1 igpe q ueleonqne, se réduit 
à la coordonnée OQ'=x': mais lès projections dé ce 
rupine rayon vecteur sur les trois axes «ectangulà ires 
OX, OY, OZ, sont respectivement (n tt 72) les coordon- 
nées as, jV-a; et puisque l’on a par la première dos 
équations ( 7 )» , 

x’ = xeos(x, x’) 4- y cos (y, x')-+- z cos(a, x'). 
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il en résulte que, pour projeter une droite OM = r sur 
une droite quelconque OX', on peut d'abord projeter r 
sur trois axes rectangulaires , puis projeter de nouveau 
ces premières projections sur OX', et ensuite faire lu 
somme analytique des résultats. C’est d’ailleurs ce à , 

quoi l’on arrive directement, en remarquant que la pro- 
jection cherchée est égale à r. cos(r, x'), ou-bien, 'd’après 
la formule (12) du n 0 '34, égale à ' 

r [cos (r, *) cos (x', x)-H:os (r, y) cos (x',r) -I- cos (r, t) cos (x'j *)] : 

or les produits r cos (r, x), r cos (r,j), r eus (r, z) ne 
sont autre chose que les projections de r sur les trois- axes 
rectangulaires 5 et ces produits, se trouvant multipliés-par 
les seconds cosinus, devienneht bien les projections sur / 

OX' des trois premières projections. 

76. Il nous sera facile maintenant d’exprimer la dis- 
tance de deux points en. fonction de leurs coordonnées . 
obliques. Commençons par la distance OM de l’origine des 
axes à un point M (fig- 1 2) , dont les coordonnées rec- 
tangulaires sont x , y, z , et les coordonnées obliques 

x', y' , z'. Nous aurons d’abord (n° 6) 

■ • • - * . . ’ » 

OM = x 1 4 - y 1 -+- s 1 ; * 

mais si l’on y substitue les valeürs do x, y, s, données 
par les équations (4), et qu’ofl se rappelle (t\° / 3) que ? 
pour des axes quelconques , on a toujours 

ttb -t- a'b' -4- a"b" = cos(x', je'), » 

«c +«V + a"f"=cos(j;', z'), 

bc 4- b'c' -H b"cZ = cos(j', s'), 

il viendra 

(10) OM == -t- -t- s' ! -+- tue' y' COs(x',y') 

’ — x't' cas (*',*') 4- zyW eus (y ), 


ogle 


• * 


• T ’r • 

•' * . 

ü*i eàiViTn'r. Vf. * 'V. • . 

77. OkservomHoi quel*** rayon vectomWAl eStla diago- 

nale d’un purrillèUpipè.de oblique , qui aurait pour arêtes 
contiguë* vr\ y\ ■: i; par conséquent, Informulé (to) 
fait connaître la longueur de la diagonale d’un tel so- 
lide, en fonction des ordres et' des angles compris entre 
ces dernières. ‘ ; »***•. ' V 

78. A présent, soient W et M" deux points dont le» 
coordonnées obliques seraient .v'Ç jr% zî, et jr"V y"i t"\ 
Si, par les deiix points donnés, on menait six plans res- 

t pectivemcni parallèles aux plans coordopnés obliqué», on 
formerait évidemment un paraMélipipède dont la droite 
M' M' serai ida diagonale , et dont les trois arêtes continué» 
égaleraient X' — x‘\ y’ — y", z -f-z". Par conséquent, 
d après la remarque du‘ n” 77 -et la formule (to), on ainra 

pour la distance demandée . * " ” '■ - '• 

1 , . P »'•* 

ft M" => (x' — x'-fp. -e- ( V ' _ y '')> -(-■(«' — z")> 

* ï • ■ '+ï(*'-* , )(t‘ —z")a»[x', t’) 

4- 2 (/ v -. >")(*' _ s^ces-'r', *')<" ' 

■*' , . •• . »■ é • » «i- 

s. i». 79. Les formules propres à passer rl 'un système obli- 

que à un autre système aussi oblique , sont très-rarement 
employées, à cause de leur complication ; cependant, pour 
compléter cette théorie, nous allons donner un moyen 
d'y parvenir, en n euiployant que des projections ortho- 
gonales. Soit M (figé 16 ) un point de l’espace qui , rap- 
porté tour à tour à deux svstèmês d’axes obliques OX, 

, OY, OZ, et OX', OY', 0Z V , ait pour coordonnées , 


z = MP, y =PQ, • x =0Q, 
**= MP'-, y < = P'Q\ , x' = OQ'. 


* ; ï 


Par l'origine commune O, élevoris pOrpendicnlairemem 


i * 
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au plan \Y née normale ON dirigée dit même côté de 
oe plan que le demi-axe positif OZ, et projetons sur 
celte normale Ja. ligne brisée x-\-y-\-z~. cette projection 
se réduira à celle.de MP = t', parce que les deux autres 
coordonnées sont dans le plan XY perpendiculaire à ON ; 
ainsi Ton aura (n°B7) • 

ON =f *cos( N„ 

Maintenant, si nous projetons sur là même normale là 
ligne brisée, x '-f- y '-f-z' qui a les mêmes extrémités que la 
précédente., nous aurons encore, 

ON — OG 4- CH 4- HN 

x' cos (N,, *')rf- y' cos(N, f/j + z' cos (N, s 'J, 

formule, qui conviendra à toutes les situations, pourvu 
qu ou y tieunp compte ainsi que nous l’avons montré au 
tt" 72, des signes des coordonnées et de etux des cosinus 
des angles. compris entre les demi-axes positifs et la nor- 
male ON dirigefe, comme il a -été prescrit plus haut. Cela 
posé, én égalant les deux valeurs précédentes de ON, on 
obtiendra l’ expression, de z en-fonction des trois nouvel- 
les, coordonnées : mais si l’on élève aussi deux autres 
normales ON , ON", respectivement perpendiculaires aux 
plans XZ , -YZ, et dirigées du même côté que les demi- 
axes positifs OY. OX; puis, si l’on projette-encore sur cÇs 
nouvelles normales, les deux lignes brisées x-\-..y-\-& 
ét x -h.y-hz', .on obtiendra évidemmeitt der résultats 
semblables aflx précédents, lesquels fourniront enfin poul- 
ies formules demandées 



HO. Les angles qyi qiitrent dans ces équations snppo- 


« * 


/N* 

HT 
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sent l'introduction de normales -auxiliaires, distinctes dés 
axes anciens et nouveaux; mais on pourrait y substituer 
des angles formés par les données immédiates dé là ques- 
tion, en observant que ■ '( 

cos (N, r) — sin(S,xj'2) cos(N,x'}= fin (x',xy), 

• • 

Toutefois cela aurait l’inconvénient d’exiger l’emploi 
d’angles négatifs dans les seconds membres; car ou aper- 
cevra aisément que le facteur sin (x', xy), ,par exemple, 
devrait être affecté du signe moins, si le demi-axe positif 
OX' tombait du côté opposé à OZ par (-apport au plan XY. 
Ainsi il faut mieux garder les formules sous la-forme (i i), 
parce que, les angles n’y pouvant varier que de o à i8o°, 
les cosinus prendront d’e.ux-mêmcs les signes convenables. 

Observons enliu qu’en supposant rectangulaires les 
axes primitifs OX, OY, OZ, les trois normales ON", ON', 
ON viendront coïncider avec? ces a«H, .et les formules 
( i i) feront retomber alors sur les équations (4) dn n°72- 

81. Dans tontes les transformations de coordonnées 
qui précèdent, nous avons supposé cjue l’origine restait 
invariàblc. Or, si , en déplaçant les axes parallèlement 
à eux-mêmes , on transportait seulement l’origine du 
point O à un autre point O' dont lès coordounéesr rel a t i vét> 
à* O fussent désignées par a, 6, y, il est clair cjtdil tiru- 
drait employer les formulés 
Y i=i" + a, 

- * . . ( . • ( ‘ ; *' • t, • 

d*où ilrésulte évidemment que, pour passer d’un système 
d’axesOX, QY,OZ, à un autre système O'X', Ô'Y', O'Z', 

‘ dont la direction et l’origine sont différentes , il suffira d’a- 
jonteï' aux valeurs dey,j-, z trouvées pour les divers cas 
précédents, les coordonnées a , S, y delà nouvelle origine 
O 7 , et»np*é(^ punaBélemein stuc anciens ax^s. 
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82. 11 importe d'observer que quand on emploiera un 
des syscèmes de formules qui précèdent , pour rapporter 
Eéquatiou d’uuo surface F{ar,y, z) = o à de nouveaux 
axes-; lequSuîon transformée F ' (x' ;y ,z) — o sera tou 1 - 
joors du même degré u q"ue la première^, *et l’oii spit que 
l’on entend par degré dune équation,- la /dus habite 
somme des exposantsdes trois variables daii s un même 
terme. En. effet, d?ns tous ces -systèmes , les valeurs de-cr, 
y, z, étant linéaires par rapport, à x\y\ a', une quan- 
tité telle que xf deviendra (ax' -\- h y' -H ca'-f-a)^, dont 
les tenues sont au plus de la dimension p \ et uu produit 
xt.-ytt. z r donnera des -termes 1 xf'.y 11 '. z r \ dans lesquels 
p'-\-q''-\-r égalera au plus le degré p + q-\-r: donc, 
d’abeud, le degré//' de l’équation F' (x\y' , z')'nc pourra 
jamais surpasser )//, 

fi’uu autre côté, on ne saurai l prétendre que, par des 
réductious.de termes, le degré n soit devenu moindre que 
n. Car, en substituant dans F'‘ •(»',■ y', z‘)== o les valeurs 
de x\-y’, z 1 , tiréés des formules qu s on aurait employées 
pour la première» transformation, valeurs qm seront eu- 
eore évidemment linéaires , on doit toujours retomber ' 
identiquement sur F 0 e , y, tr) — o; Or,' cola exagérait que 
le degré n pût s’élever -jusqu’à n par uue transformation 
de coordonnées, ce qui vient d’ètrc démontré impossible 
par conséquent, le degré n restera toujours égal à n. 

C’est ainsi que , comme nous l’avons' vu n° 38 , 1 équa- 
tion du plan e6t toujours du premier degré, soit que les 
axes se trouvent rectangulairesdu obliques. 

83\ Toute section faite dansuuc surface F y, z) = o 
d u. degré // , par uu pian quelconque, est tme courbe du 
degré n au plus. • *- -1. * 

Eu effet, concevez que < 5 étte surface soit rapportée à * 
d’autres axtes-, dont deux et OŸ', soient situés dans 


cnAPtTftr rv.( 


(i/f 

le plan sécant t alors son équation F'(<r , y', *Cra 

encoi<;(n‘’ 8Ü) du" degré»; et comme il sullira évidemment 
«l'v poser r‘==o, pour obtenir la sertioi? «Jctoiamlée, k' 
résultat ne pourra être d'un degré supérieur A n. Seule- 
ment oç degré sera moindre , si l’hvpotbèse «Séen anéan- 
tit tous les termes do l'ordre le plus élevé. 

Wi. I*our connaître Cetle-soc'tion en 'iiraie gf,<ri<ltutr , • 
ce qui est utile dan» la discussion des surfaces , il uésulbVait 
pus de combiner t (x.-y, j:).= o aVec liquation dn plan 
sécant Auc liy 4- C z D c=-q,, eu éliminant la variable 
J!, par exemple; parce que le résultat / (x, y) = n gepré- 
sentei’git seulement la projection «le la courlte demandée , 
projection qui n est pas ot dinairçinetlt identique avec 
la section dans l'espace; 1 mais il faut elleotirer une trans- 
lormation de coordonnées équivalente à f ia marche indi- 
quée u u 83,ct peur laqueUe- nous allons donner des for- 
mule-. directes, après avoii détermine, i" l’angle ç, 
lorme atec OX la trace, du plan sécant sur 4é plan XV; 
a? 1 angle 0 qui cxpHiae L’inclinaison du plan sécant, sur 
le môme plan XJ.- 0r, trace ep question étant j • 


Aa -h lit + ü t= o, on aptui 


taog^p^- 


A 

"R* 


' 'Mf <■! 1 ■ . ••>* 0 

cl parles lonnulesdu tf.“ St», un sait que ... 


• > . 

eus J 


<;• 


.x 




Vjt /»V . - ’-e*t q •• . >•> r, , * .••• 4e f *- 

i5.* 65- ,Lela posé, soient OX, 0¥, OZ les axes diectarigu- 
loires auSoquels est rapportée la surface F(.x.,.y; «}=o; 
PAB'-.k. pjoifrséçent <p»e noos supposons passer pa» l’ori- 
gine, et ÛX sa trace sur le plan xV. Menons dansée 
phm. s«aaut une dsrrfte. OV .^pendiCMtaiw. stà;^^ et 
clu^ops à rappJH'Ut; i ees tW,4k*nh?« a*w 4a 
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faite par le plan O AB dans la surface. Or, pour un point 
M de cette section , on a en même temps 

MP = i, PQ — y, OQ — r, 

MR = y', OR = x'; 

puis, si nous tirons la droite RP, elle sera évidemment 
perpendiculaire sur OX', et parallèle à la projection 
orthogonale O Y" de O Y' sur le plan XY ; de sorte que 
l’inclinaison du plan sécant sera mesurée par l’angle 
MRP= Y'OY' = e. Alors le triangle rectangle MRP 
donnera . „ • . 

MP = z = j' sin 0, 

PR — y" = y' cos 8 ; 

mais en considérant le point P, projection de M, comme 
rapporté tour à tour aux deux systèmes de coordonnées 
rectangulaires # = OQ, y — PQ, etx'—OB , PR , 

ou aurâ entre ces coordonnées les relations connues 

x = x' cos j + y" sin y , 
y = x' sin <f — y" cosy : 

ce sont les formules ordinaires pour la transformation des 
coordonnées rectangulaires dans un plan ; seulement nous 
avons changé le signe de jr“ partout , attendu que, dans 1» 
figure actuelle, les^" positifs se projettent sur les y néga- 
tifs. Donc, en substituant ici la valeur précédente de y’, 
on obtiendra enfin pour les coordonnées d’un point com- 
mun à la surface et au plan OAB , les expressions 

i x = x' cosj 4- / ' cosS.sin <p, 
y = x' sin ? — y' cosS.cosy, 
z = y' sin 8. 

Ainsi ces formules , substituées dans F (x , y , z) = ô , don- 

5 
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66 

lieront l’équation _/’(x', ^') = o<iela section rapportée à 
des axes rectangulaires pris dans son plan . 

86. Si le plan sécant OAB était perpendiculaire à XY, 
il faudrait poser 6 = 90°, et les trois formules (ta) se 
réduiraient aux deux suivantes : 



x — x' cos y, 
f = *' sin f, 


parce qu’ici l’axe O Y' coïncidant avec OZ, il est inutile 
de substituer^' à l’ancienne coordonnée z ; et l’équation 
de la section faite dans F (x, y, z) = o, se présentera 
alors sous la forme y (x', z) = o. 

87 . On pourrait d’ailleurs obtenir directement les 
formules (i 3 ) en passant du système primitif QZ, OX, 
OY, à un autre système rectangulaire OZ, OX', O Y'; ce 
qui n’exige que l’emploi des équations relatives au chan- 
gement de coordonnées d,ans un plan, à cause que l’axé 
O Z est commun. On poserait donc 


f x — x' cosç — sinf , 
x = x' sin ip -) -y' cos f ; 


mais, après avoir substitué dansF (x ,y , z) = o ,-il reste- 
rait à faire jy'= o dans le .résultat, puisqu’on ne cherche 
ici que les points de la surface qui sont situés dans le plan 
sécant, lequel coïncide avec ZX': or, cela ravient évi- 
demment à introduire d’abord la condition y'—o dans 
les formules ( 1 4) . qui coïncideront alors avec les équa- 
tions (1 3 ). 

88. On se souviendra que quand le plan sécant ne 
passera pas par l’origine des anciens axes, ou quand on 
voudra placer l’origine des nouveaux axes autre part 
qu’en O dans le plan sécant , il faudra (n° 81 ) ajouter aux 
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seconds membres des formules ( 12 ) et (i3) les coordon- 
nées de la nouvelle origine , comptées parallèlement aux 
axes primitifs. 

89. Formules d’Euler pour passer d'un Système rec- 
tangulaire à un autre système aussi rectangulaire. Les 
formules (4), (5) et ( 6 ) que nous avons données aux 
n°‘.72 et 73 pour remplir cet objet, sont bien simples et 
fort symétriques 5 mais elles ont l’inconvénient de renfer- 
mer neuf constantes <z, &, c, a', b',.... qui se trouvent liées 
par six équations de condition, entre lesquelles l’élimi- 
nation ne peut s’effectuer commodément pour réduire à 
trois données , comme cela devrait être possible, la déter- 
mination des nouveaux axes relativement aux anciens. 
On a donc cherché à exprimer ces n‘euf constantes en 
fonction de trois autres choisies de la manière suivante : 
soient OX, O Y, O Z les trois axes rectangulaires primi- 
tifs, et ON la trace du nouveau plan X' Y' sur XY : ce 
plan X' Y' sera déterminé par l’angle NOX = i£ et par son 
inclinaison 8 sur le plan XY ; si d’ailleurs on donne l’an- 
gle N OX'= f que forme l’axe OX' avec ON , la position de 
cet axe OX' sera connue, ainsi que celle de OY' qui lui 
est perpendiculaire ; et enfin le troisième axe OZ' devra 
être mené perpendiculairement aux deux premiers, et for- 
mera l’angle ZOZ'= ô. Nous supposerons en outre qu’ici 
le plan X'Y' est situé au-dessous de XY, afin de faire 
coïncider nos formulés avec celles qui sont employées 
ordinairement dans la Mécanique. 

Cela posé, en imaginant une sphère décrite du point O 
avec un rayon arbitraire, elle sera coupée par les trois 
faces de l’angle trièdre ON XX' suivant un triangle sphé- 
rique ABC dont chaque angle , tel que A , sera lié avec les 
trois côtés BC = «, CA = 6 , 4b = y, par la relation 

5. 


Fie. i3. 
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connue (*) 

(i5) cosa=c cosA sinCsiny -t-cosCcosy. . 

Or, ici , on a A = 0, a = XÜX', ë—<f , y=<p, par consé- 
quent l’équation (i 5) devient 

a — cosXOX' = coS 6 sin ® sin ÿ -f- cos y cosi}«. 

La même sphère serait coupée par l’angle trièdre ONXY' 
suivant un triangle ABD où l’on aurait A ==0, a==XOY', 
6 = y - 4 - 90 °, 7 = ip ) donc, en substituant dans (i5), ou 
bien en remplaçant seulement <p par 9 o°-f*ç dans la va- 


• • / 

(*) Nous d (■montrerons au chapitre XVI 11 cette formule que nous em- 
ployons ici pour abréger ; car un pourrait arriver aux valeurs dex, y, 1, 
en fonction de x’, y a', par une succession de systèmes rectangulaires 
qui, ayant deux à deux un axe commun, n’exigeraient que l’emploi des 
formules (14} relatives & la transformation des coordonnées dans un plan. 
F10. i 3 . En effet, si l’on regarde la droite ON comme un axe auxiliaire OX®, et 
que l’on en imugine deux autres OY* cl OY* qui soient les intersections 
des plans XY et X'Y' avec le plan ZOZ', on passera du système primitif 
OX , 'OY, OZ , au système OX®, OY®, OZ , par les formules 1 

x = x" cos •j, -t -y" sin f, 
y mi y" cos •f/ — * ® sin f ; 

puis,- du système OX®, OY®, OZ, on passera au système OX®, OY", OZ', 
par les relations analogues 

y"=y m cos 0 -t- k ' sin é, ' 

s = *' cOs 9 — r" sin 6 ; 

eniin, on passera du système OX", OY", OZ'au système OX', OY', OZ', 
par le moyen des équations 

x' = x ' cos f — y'sinp, 
y m — y' cos y -t- x' sin p; 

et si l’on substitue ces diverses valeurs dans les précédentes, on trouvera 
pour expressions des coordonnées x, y, a, en fonction de x', y', t ' et 
des angles 6 , p, ■]>, les formules '16) citées dans le texte. 
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leur de a , il viendra’ 

b = cos XOY' = cos 9 cos 7 sin ^ — sin 7 cos 

De même, l’angle trièdre OMXZ' fournira un triangle 
sphérique ABE où l’on aura A =90° — ô, « — XOZ , 

6 = 90°, y — ÿi donc la formule ( 1 5 ) donnera 
• ' • 
c — cos XOZ' = sin 6 sini|». 

Maintenant si , dans les valeurs de a , b , r, on remplace ^ 
par 90°-+-^, l’axe OX deviendra OY, et il en résultera 
immédiatement 

a' — cosYOX' = cos .0 sin 7 cosiji — cos 7 sin <{/■, 
b' = cosYOY' = cos 0 cos 7 cosiji -+- sin 7 cos^, . 
ç' — cosYOZ' = sin 0 cosi}>. 

Enfin , si l’on considère l’angle trièdre ONZX', il cou- 
pera la sphère suivant un triangle sphérique ACF, où l’on 
aura ' . 

A = 90 0 4- 0 , *■= ZOX'i . 6 = AC =7, 7 = AF = 99"; 

donc la formule (i 5 ) donnera 

a" = cos ZOX' = — sin 0 sin 7 ; 

et en remplaçant ici p par 90° + ^, on eiï^déduira 

b" = cosZOY' = — sin 0 cds 7 ; 

d’ailleurs, on a évidemment 

c" = cos ZOZ' = cos 0 . . , 

Voilà donc, en fonction des trois angles &, <j>, les va- 
leurs des neuf coefficients qui entrent dans les formules (4) 
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du u u 72 ; et en les y substituant , ces formules dev tendront 

I x — x' (cos fl sin y sin iji -f- cos <p cos |) 
y' (cosfl cosy sini|( — sin y cosiji) 

+ »' sin 9 sini|>, 

y — x' (cosfl siny cosi|* — cos y sin<J<) 

-y- y' (cosflcosy cosij» -+- sin y sin ^ ) 

■+■ z’ sin 6 cos i}/, • 

z — — x' sinfl sin y — y' sin fl cos <p -4- * ' cos 9. 

Fie. la. .90. Coordonnées polaires. On peut encore fixer la 
position d’un point M de l’espace, au moyen des trois va- 
riables suivantes : i° le rayon vecteur OM = r; a° l’angle 
ZOM = 0 formé par ce rayon avec l’axe positif OZ-, 
3° l’angle POX=w que forme le plan méridien ZOM 
avec le plan fixe ZOX. De ces deux angles, le premier 0, 
qui est compris entre deux droites prolongées d’un seul 
côté du pôle O, ne variera que de o à i8o°, tandis que le 
second w devra varier de o à 36o°, pour que le rayon 
vecteur OM puisse atteindre tous les points de l’espace. 
Maintenant , si l’on veut exprimer en fonction de r , 0, w , 
les coordonnées rectangulaires MP= z, PQ —y, OQ=x, 
on observera que les triangles rectangles MOP et POQ 
donnent 

x = OPcoSw, y=OPsini», OP = rsin0, z = r cos 8 ; 
d’où l’on conclût 

(17) x = rsinflco8», y — r sinfl sinw, s=:rcosS. 

91. Nous avons déjà trouvé (n°29) pour les valeurs 
de ces coordonnées en fonction du rayon vecteur r et des 
trois angles oc, ë, y, qu’il forme avec les axes rectangulai- 
res , les relations 

(i$) • x=ncpsa, y r cos 6 , s-sercosy; t 
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ainsi, en comparant les formules (17) et (18), on pourra 
exprimer de la manière suivante les trois anglès a, 6 , y, 
en fonction de w et 9 : 

(19) cos a = sin fl cosu, cos6 == sinfl sinu, y = S. 


Ces relations sont quelquefois nécessaires à employer dans 
la Mécanique, et elles s’accordent bien d’ailleurs avec 
l’équation de condition 

cos’ a cos’S -f- cos 1 7=1, 

, •_> « » ;V 

qui doi t toujours subsister (n° 31 ) entre « , 6 et y. 


M > 


1 T -y; 


V.' -in ■**•*'. ntir: . . * 


> 4 >4 v 


V’/ 


. •! v t .i« tNvwfaq l ■« 

' . ». ’ • • %.* t) *‘J ' 

.•* •> i. • . . * 1 
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* 

' 1 ** .»»*••' • ' » :U ifiuil 

'** >•* !P>i* ' .Vf -ifpz: [ J c ! : * , \ |* ’ ;li. 

’ ^Vîl* fc * *Ti i\>y^V,s(»N\v,iV\ ;# I 

r VlT m.» il. *•' • . . »• 

» «lu» • £ : 

■i‘ivV . j * 


Digitized by GoogI( 


n 


CUAPlTtr V. 


Fio. i 




CHAPITRE Y. 

Du ceutre clans les surfaces quelconques , et spéciale- 
ment clans les surfaces du second degré. 


92. Ou appelle centre d'une surface quelconque un 
point O tel que toutes les cordes MOM', NON',.;.,. me- 
nées par ce point, y sont divisées chacune en deux par- 
ties égales. H faut cependant ajouter que si la droite OM 
coupait la surface en plus de deux points, il suffirait que 
ceux-ci * combinés dans un certain ordre, se trouvassent 
deux à deux à égale distance de O. Cela posé, si l’on con- 
çoit que la surface soit rapportée à trois axes rectangulai- 
res ou obliques, mais dont l’origine soit au centre O, et 
que l’on mène parallèlement à OZ les ordonnées MP et 
M'P' des extrémités d’une corde, on verra aisément, par 
les triangles égaux MOP, M'OP', que ces coordonnées 
sont égales et de signes contraires. Il en sera évidemment 
de même pour les x et pour les y des points M, M', et 
aussi pour toute autre corde passant par le centre : d’où il 
suit que si f(x,y, z) = o représente l’équation de la sur- 
face rapportée au centre comme origine, cette équation 
devra se trouver vérifiée par une infinité de systèmes de 
valeurs, tels que 

x', y', z\ et — x‘,—y',—i', 

x", y ", z", et — x", — y ", — z". 


Par conséquent, il faut que l’équation f (x, y, z)—o 
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soit composée de manière qu’elle ne change pas quand 
on change à la fois les signes des trois variables x, y , z\ 
et la réciproque est également VTaie. 

93. Lorsque Y équation f(x, y, z) = o rapportée au 
centre est algébrique , c’est-à-dire qu’elle ne renferme 
aucune fonction transcendante, la condition précédente 
revient évidemment à dire que, dans chaque terftie, la 
somme des exposants des variables doit être de même 
parité que le degré de l’équation. Ainsi , quand l'équation 
sera d’un degré pair , il faudra qu’il n’y entre que des 
termes dont le degré soit aussi pair; et quand elle sera 
d’un degré impair , il ne devra y entrer que des termes de 
degré impair, parce que ceux-ci changeront tous de signe 
en remplaçant x, y, z, par — x, —y , — z, ce qui 
n’altérera pas l’équation, attendu que le second membre 
est zéro. On sent bien que, dans ce dernier cas, l’équa- 
tion ne saurait avoir de terme constant ; donc elle sera 
véri fiée par les valeurs simultanées x = o, y =o, z = o, 
et ainsi une des nappes de la surface passera par le centre. 
Par exemple, chacune des équations 


k 

cpféscn 


A xyz ■ 


B Xjr‘ 
Brz 1 


Qrz ■ 

Or 


n*r- 

D.r 


E =o, 
Ez = o , 


lente une surface qui admet pour centre 1 origine 
des cocmlon nées actuelles. 

94. Maintenant, soit F (x, y, z) = o l’équation algé- 
brique d’une surface rapportée à des axes quelconques. 
Pour reconnaître si elle admet un centre , il faudra 
transporter simplement les axes parallèlement à eux- 
mèmes en un point indéterminé (a:,, y, , z ,), en substi- 
tuant dans F (x, y, z) — o les formules (h° 81), 


x = x'-\-x,, / = /' + /!, z = z ' Zi ; 
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puis égaler à zéro les coefficients de tous les termes où La 
somme ries exposants ne sera pas de meme parité que le 
degré de l'équation , et voir si l’on peut satisfaire à ces 
conditions par des valeurs réelles et Jirties des coordon- 
nées qui alors détermineront la nouvelle 

origine pour le centre demandé; mais lorsqu’on ne pourra 
satisfaire à ces conditions par de telles valeurs, la surface 
proposée n’admettra point de centre. 

9a. Appliquons ces principes aux surfaces du second 
degré qui sont toutes renfermées dans Téqualibn générale 

Î /V-r’ -t- A'/* -+• A'** -t- a tir» -t- a Vue ■+• a B'v i 

+aCj+aC/+aC'«+E f =o = p(*i J,*)- 

Nous y laisserons les coordonnées quelconques, rectan- 
gulaires ou obliques ; et, pour reconnaître si ces surfaces 
admettent toutes un centre, nous y substituerons 

x = x'-hxx, y. —y' -4- y*, i = z' -h t,, 

puis nous égalerons à zéro les coefficients des termes de 
degré impair. Alors, en supprimant les accents des nou- 
velles coordonnées, l’équation résultante deviendra 

( 2 ) Ax 1 -t- k'y' -t- AV -t- 2 B yz -t- 2 B'zx -t- 2 B"xy -+- K = o, 

dans laquelle les coefficients des variables sont les mêmes 
que dans ( 1 ), et où le terme constant est égal à ç z,), 

c’est-à-dire que ^ 

K. := Ax * 4- A'/ ] 4 - A." z ; -I- -t- 2 B'z,x, +aB"jt,/, 

4- 2 Cx, -4- zC'y, -)- 2 C"*, -t- E. 

D’ailleurs, les termes disparus auront donné les condi- 
tions 

(3) Ax, -I- B'*, -4- B "y , 4- C = 0 , 

(4) biyi ®*i V B”*, 4- C' = o, 

(5) A"*i -f- B'x, By, C" o. 
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dont les premiers membres çe sont autre chose que les 
dérivées de la fonction (f , relatives à x, kjr, kz, dans les- 
quelles on aurait remplacé x,y, z par (*); 

et si alors on résout ces trois équations du premier degré , 
on en déduira des valeurs de la forme 

‘ N S' ' ’ N" 

dans lesquelles 

D = AB’ -+-A' B ,, .+ A" B" 1 — AA' A"— 2 BB' B ", 

N = C(A'A" — B») -t-.C' ( BB' r- B" A" ) + C" (BB " — B' A'), 
N' = C' (AA"— B' 1 ) +C"(B'B" — BA) -f- C ( BB' , —B" A"), 
N" = C" ( AA'— B "’ ) + C ( BB " — B 'A' ) -4- C' ( B ' B " — ,BA). 

96. Cela posé, lorsque l’équation donnée ( 1 ) rendra le 


(*) On peut s'assurer que, dans toute (onction rationnelle et entière 
F (x, y, z), le$ termes du premier ordre en x, y, s, après qu'ou ÿ aura 
substitué x-t- Xj , y-\-y x , «-ha», auront toujours pour coefli «enta les 
dérivées de Fj car, ai Ton effectue cette substitution dans l'ordre x, -^x, 
y x -4-y, z x -\-z> la formule de Taylor donnera pour la fonction variée 


dF d F «/F 

Fî*„r,, *>)-»- 


dx t 

d’F 

tir? 




d ' F 


a dx,dr t 



■ 


V- 


d - F 

di\ ’ l,!..-" 


Ou voit aussi que le terme indépendant des variables est F (x,, y,, z,), et 
que la dernière ligne reproduira tous les termes de l’ordre n le plus élevé, 
qui entraient dans F (x, y, *)} mais ceux d’un ordre inférieur se trou- 
veront augmentés de nouvelles quantités qui s’obtÛindront par la formule-, 
précédente. D’ailleurs , pour que la surface F (x, y, t) admette un centre, 
il faudra pouvoir égalera zéro toutes les dérivées d 'ordre Impair ou d'ordre 
pair, selon que le degré de cette surface sera pair on impàir. > 
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polynoqu: D ^o, 


les valeurs précédentes de x,, y , , z , 


qui sont toujours réelles, se trouveront finies ; par consé- 
quent , la surface admettra un centre unique dont la posi- 
tion sera déterminée par les coordonnées x , , y, , z, de la 
nouvelle origine, pour laquelle l'équation de la surface 
prendra la forme (a). 

Si l'équation ( 1 ) rend le polynôme I) = o, et -que les 
trois numérateurs N , N', N" ne soient pas nuis à la fois , 
une au moins des coordonnées du centre deviendra infi- 
nie; ce qui signifie que, dans ce cas, la surface sera dé- 
pourvue de centre. 

Enfin , si en môtjie temps que D = o, les trois numéra- 
teurs N , N', N" sont tous nuis, la surface admettra une 
infinité de centres , puisque alors lès équations (3), (4) , 
(5), se réduiront à une ou à deux équations vraiment dis- 
tinctes, ce qui permettra d’y satisfaire par une infinité de 
valeurs de x ,y , , z, : mais ce cas présente deux varié- 
tés qu’il faut examiner séparément. 

97. Lorsque le système (3), (4)» (5) se réduira à deux 
équations distinctes, ce qu’ort reconnaîtra en voyant si 
les valeurs de x,, y t , tirées de (3) et (4), par exemple, 
vérifient (5), quel quesoit z,, on en conclura qu’il existe 
une infinité de centres, situés, tous sur la droite EF 
représentée par (3) et (4) j et , dans ce cas, la surface sera 
nécessairement un cylindre à base elliptique ou hyperbo- 
lique. En effet, tous les plans menés par EF couperont la 
surface suivant des lignes du second degré (n° 83) qui de- 
vront évidemment admettre pour centres tous les points 
O', O",... de EF -donc chacune de ces sections ne pourra 
être que le système de deux droites parallèles à EF : 
ainsi la, surface proposé^ se trouvera le lieu de diverses 
droites parallèles entre elles , c est-à-dire qu’elle sera cy- 
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lindrique. J’ajoute que ce cylindre au «a nécessairement 
une base elliptique on hyperbolique; car, si on le coupait 
par un plan, GO' H perpendiculaire à EF, on devrait 
trouver pour section une courbe du second degré qui ad- 
mît pour centre le point O'. 

98. Quand les équations (3), (4) y (5) se réduiront à 
une seule , ce qu’on reconnaîtra en voyant si la valeur de 
a:, tirée de (3), par exemple, vérifie (4) et (5) quels que 
soient y, et z,, on en conclura qu’il existe encore une in- 
finité de centres situés tous dans le plan GO'F déter- 
miné par l’équation (3) ; et alors la surface proposée ne 
sera autre chose que le système de deux plans parallèles à • 

GO'F. En effet, si l’on trace dans ce dernier plan deux 
droi tes EF et G H , ou prouvera , comme ci-dessus (rt° 97) , 
que la surface est un cylindre parallèle à EF. Mais ensuite 
un plan sécant mené par GH perpendiculairement au pre- 
mier, devra donner une courbe qui ait pour centre tous 
les points de GH; c’est-à-dire que cette section, base du 

cylindre , sera le système de deux droites parallèles à GH , • 

et par conséquent le cylindre lui-même se réduira à deux 
plans parallèles à celui des centres. Dans ce cas , l’équa- 
tion (t) devrait pouvoir se décomposer en deux facteurs 
rationnels du premier degré. 

99. On voit, par cette discussion, que les surfaces du 
second degré peuvent être rangées en trois classes : la pre- 
mière comprend les surfaces qui ont un centre unique; 
la deuxième , les surfaces dépourvues de centre ; et la troi- 
sième se compose de cylindres qui admettent une infinité 
de centres , situés tous sur un axe central ou sur un plan 
central. Mais comme ces cylindres se trouveront compris, 
ainsi qu’on le verra par la suite, dans les équations des 
surfaces douées d’un centre, on peut borner l’énoncé gé- 
néral aux deux premières classes. 
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Toutefois, puisque. la considération du centre, qui se- 
rait propre à simplifier l'équation générale (1) et à en 
rendre la. discussion plus facile, n’est point applicable à 
toutes les surfaces du second ordre , nous allons employer, 
pour réduire cette équation, une autre propriété qui 
aurfe l’avantage d’ôtre commune à toutes ces surfaces : 
c’est relie des plans diamétraux. 


1 
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lÿHAjPITRE VI. 

Des Plans diamétraux , et réduction de l'équation 
générale du second degré aux deux formes les plus 
simples. 


100. Dans une surface quelconque F (x, y, z) = o, si 
l’on mène une suite de cordes parallèles toutes à une direc- 
tion donpée , et que l'on prenne les milieux de ces droites, 
le lieu géométrique de tous ces points formera ce qu’on 
appelle une surface diamétrale de la première. Elle aurait 
plusieurs nappes , si chaeune des droites parallèles avait 
plus de deux points communs avec la surface proposée ; et 
comme le nombre de ces points d’intersection , réels ou 
imaginaires, égalera toujours le degré n de l’équation 
F (x, y , z)~ o, leurs combinaisons deux à deux for- 
meront sur une même droite indéfinie , — cordes 

2 

différentes dont les milieux seront en même nombre : par 
conséquent, la surface diamétrale pouvant être rencon- 
trée par cette droite indéfinie dans — — — points, aura 


une 


équation qui se trouvera du degré n ^"- ■ (*) . 


(♦} Ce» considérations et l’emploi fort utile d’on plan diamétral pour 
simplifier immédiatement l’équation générale du second degré, sont dus 
à M. J. Binet. (Voyez la Correspondance sur l’École Polytechnique, vol. H, 

P- 74 ) 


« 
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Pour les surfaces du second oindre , où n = a , les sur- 
faces diamétrales ne peuveht être que des plans. 

101. Lorsqu’une surface quelconque F(x, y, z) = o 
admet un plan diamétral , c’est-à-direjfcii passe par 
les milieux de toutes les cordes parallèles â une certaine 
direction , si l’on rapporte cettè surface à trois axes 
dont deux soient quelconques , fnais situés dans le plan 
diamétral , et dont le troisième O Z soit parallèle aux 
cordes conjuguées arec ce plan , alors l’équation nouvelle 
f (x, y, z) = o de cette surface devra évidemment, pour 
chaque système de valeurs simultanées x = a et y'=b, 
fournir des valeurs de z (fui soient deux À deux égales et 
de -signes contraires. Donc cette équation, supposée algé- 
brique , devra ne contenir que des paissances paires de 
la variable z; ce qui n’exclut pas les termes constants 
ou indépendants de z; comme dans 

A z‘ -f- B yz 1 4- Cz 3 4- Dy 4- E = o. 

Réciproquement, toutes les fois qu’une équation ne 
renfermera que des puissances paires d’une des variables, 
z par exemple , on pourra affirmer que le plan des xy est 
diamétral et conjugué avec les cordes parallèles à l’axe 
des z. 

• 102. Trois plans diamétraux sont dits conjugués entre 
eux, lorsque chacun coupe en deux parties égales les 
cordes qui sont parallèles à l'intersection des deux au- 
tres plans; alors on prouvera, comme ci-dessus, que 
quand une surface admet trois plans de ce genre, et 
qu’on les choisit pour plans coordonnés, l’équation 
f(x,y, z) = o, supposée algébrique, doit ne contenir 
que des puissances paires de chacune des trois variables. 

103. Comme les plans diamétraux, isolés ou conju- 
gués , sont en général obliques relativement aux cordes 

•« ■* 

a • te* • 

« 

I 


. > ’ 
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qu'ils coupent par leurs milieux, nous donnerons le nom 
particulier de plan principal à un plan qui se trouverait 
en même temps diamétral et perpendiculaire à ses cordes 
conjuguées. 

104. Nous appellerons aussi diamètre d’une surface, 
toute droite qui sera l'intersection de deux plans diamé- 
traux ; et si ces deux plans étaient principaux , leur inter- 
section deviendrait un diamètre principal ou un axe de la 
surface. Cette définition des diamètres aura l’avantage de 
s'appliquer môme aux surfaces dépourvues de centre. 

Enfin , ou donne le nom de sommets aux points où 
une surface rencontre quelqu’un de ses axes. 

Cela posé, pour réduire l’équation générale des sur- 
faces du second degré à une forme simple, qui embrasse 
néanmoins toutes les surfaces de cet ordre, e l qui con- 
serve les coordonnées rectangulaires avec lesquelles on 
aperçoit bien mieux les points et les lignes remarquables, 
nous allons démontrer que, dans toutes ces surfaces, il 
existe an moins un plan principal. 

105. Cherchons d’abord le plan diamétral qui serait 
conjugué avec un système de cordes parallèles, dont la 
direction est fixée par les angles a , ê, y, qu’elles forment 
avec trois axes rectangulaires quelconques. La surface, 
rapportée à ces mômes axes, aura pour équation la plus 
générale, 

< +îCi + îC>-mC' i + E . j 

et une des cotdes du système donné sera représentée par 

(2) T = mz+p, y — nz+ q. 


cos 6 


cos 7 


(n° 30), seront les 


où les quantités m 


11 


cos 7 
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même» pour toutes fes cordes en questiou , tandis que p 
et (f varieront d’une corde à une autre. Pour avoir les 
points nu la droite^») rencontre la surface 4>, je substi- 
tue dans ( 1 ) les coordonnées x, y de cette droite, et il 
est clair, sans effectuer les calculs, que j’arriverai à Un 
résultat de la forme - , 

(3) Rz 3 4 - Sz -t- T = o, 

équation dont les racines seraient les ordonnées des deux 
extrémités de la corde. Mais l’ordonnée z t du milieu de 
cette corde étant, comme on sait, égale à la demi-somme des 

S 

ordonnées extrêmes , on aura évidemment z t = — — ; ce 

qui revient à dire -que' l’ordonnée du milieu de la corde 
sera fournie par l’ équation dérivée de (3), savoir: 

(4) • 2Rz+S = o. 

Or, on peut former cette dernière sans effectuer les sub- 
stitutions qui auraient conduit à (3); il suffit de différen- 
tier (*) la fonction <t>, en y regardant x et y comme, te- 


(*) vSi Ton ne veut pas employer ici le calcul différentiel , qui cepen- 
dant évite une substitution et mie élimination un peu longues, il n'y a 
qu'à remplacer effectivement dans (i) les coordonnées x et y par leurs 
valeurs tirées de (a), et l’on trouvera*, pour l'équation (3), le résultat 
suivant : " ' { 

a* (Am’-t-AV -t- A*-t- iBn-f-aB'm-t-2B"mn) 

-P ax (Amp -f- A'/xÿ -+■ Bÿ -f-[B ’p -1- B"m<7 -h B "np -f- Cm -f- C'a -i- C" ) 

A p x A '7* aB n pq -+- aC p aC'ÿ -h E 

Cette équation aurait pour racines les ordonnées des deux extrémités de 
la corde; mais l'ordonnée s t du point milieu devant être la demi-somme 
de celles-là, on peut, sans résoudre l'équation précédente, en conclure 
immédiatement que 

p (Am + B* H- B w ij) ■+■ q (A 'n -f- B -f- B n m) -4- Cm —H C/u + C* 
Am*-+- A'n* -+- A"-t-aB/»rt-aB'mH- aB"/w« 

IVailleurs, les trois coordonnées x t , y ty t, de ce point milieu, devant 



D’igitized by Googlf 


PLANS DIAMÉTRAUX. 83 

nant la place de leurs valeurs, c’estrà-dire comme des 
fonctions de z déterminées par les relations 

(2) x = mz p, y — nz + q. 

Ainsi , d’après la règle qui sert à différentier les fonctions 


de fonctions , 

on 

formera l’équation 



dx d<t> dy di> 


dx 

dz dy' dz dz 

ou bien , 


/ 

(5) 


d<t* dQ d<t> 

m 

dx^ n Ty + 7h-°' 


laquelle équivaudra à l’équation (4); et alors le sys- 
tème (5) et (2) donnera les trois coordonnées x, y, z, du 
milieu de la corde en question. Cela posé, pour obtenir la 
surface diamétrale, lieu géométrique des milieux de 
toutes les cordes parallèles, il faudrait évidemment éli- 
miner de ce système les constantes jx et <7, qui seules 


vérifier les équations (2) do la corde , on aura encore 

x, = mz x -+- p, r, — n*. H- <7; 

de sorte que si, entre les trois dernières équations, on élimine p et q, 
qui seules distinguent une cordc du système donné d’avec une autre corde 
de ce même système, on obtiendra l’équation de la surface diamétrale 
cherchée. Or, en substituant pz=.x t — mr, , q =r t — , dans la valeur 

de * l9 on trouve, après quelques réductions, 

+ B"n + B')x l + (A'« + B"m + B)^, + (A* + Bn-t-B'wJr, ) = 

-H Cm -4- C'n -f- C* ) °’ 

résultat qui coïncide avec l'équation (7) du texte. 

Il est bon d’observer ici que l’équation du plan diamétral (7) conser- 
verait la même forme, quand bien même la surface (1) serait rapportée à 
des axes obliques; seulement les constantes m et n changeraient alors de 
signification géométrique (n° 16 ). 

t>. 



* 
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varient d’une corde à une autre; mais l'équation ( 5 ) né 
renferme pas explicitement ces constantes : elles n’y en- 
treraient qu’autant qu’on aurait substitué dans (i) les va- 
leurs de x et y tirées de (a). Donc, puisque nous avons 
évité cette substitution, l’équation (5) elle-même repré- 
sente la surface diamétrale cherchée, et l’on reconnaît 
que cette surface est un plan, car en effectuant les déri- 
vées qui sont indiquées dans (5), il vient 

- I m(\x -4- B’* -4- -+- C) -V- •+• B» -t- B”x -(-C') ) _ 

W I -(-Br -H B'jr-t-C’ | ~°’ 

ou bien, en ordonnant par rapport aux variables, 

( (Am -+- B 7 B"n)jr h- (A/n •+• H B ff m) y h- B« -h B *m) z ) 

(7) \ . -t- Cm -f- Ç/n -+- C" j=°- 

) 

Dans cette équation du plan diamétral, il est utile de 
remarquer que le^ coefficient de la variable x est la déri- 
vée relative à x des termes du second ordre qui entrent 
dans <!*, dérivée où l’on doit ensuite remplacer ,r, y, z 
par ru , « et i. Une composition analogue a lieu pour les 
coefficients de y et de et l’on pourrait d’ailleurs rendre 
toutes les formules précédentes complètement symétri- 
ques, quoique plus longues à écrire, en y introduisant 

, , cosa cos 6 . 

les valeurs m-— , n = . 

cos 7 cos 7 

1 0 (>. H résulte de ce qui précède , que , pour tout sys- 
tème de cordes parallèles dont la direction est définie par 
les anglessa, ë, y, on par les constantes m et n , il existe 
un plan diamétral, puisque les coefficients de x, y, z, 
dans l’équation ( 7 ), sont réels. A la vérité, ce plan se 
trouverait à une distance infinie si les coefficients des 
trois variables étaient nuis ensemble, c’esl-à-dirc si la di- 
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rection des cordes était telle qu’on eût à la fojs 

km B' -4- B ''n = o, 
k'n -4- B -(- B" ni = o, 

A 4* Bfl 4“ B ’m " — oj 

mais pour que ces trois équations, qui ne renferment 
que deux inconnues, puissent s’accorder, on verra aisé- 
ment que la condition D = o (n° 96) doit être satisfaite. 
Ainsi , la circonstance d’un plan diamétral situé à l’infini 
ne peut se rencontrer que dans les surfaces dépourvues 
de centre; toutefois, nous aurons égard, dans la suite, à 
cette restriction. 

107. Réciproquement, étant donné un plan 
Rx -4- Sp -4- * = o , 

on peut trouver la direction des cordes qui sont conju- 
guées avec un plan parallèle au premier ; car ce nouveau 
plan 

Rx -4-S/-4-3-I-T = o 

étant identifié avec (7), on aura pour déterminer m et n , 
les conditions suivantes 


Km 4- B' 4- B"n A'« -4- B - 4 - B "m 

~ K" -4- B/j -4- B 'm- ~ A" - 4 - B»4-B'm’ 

mais ensuite il faudra adopter pour T la valeur 

c n V l-Ü ï'*’ - -* T fJF • 

Cm — f~ C'/i + C 
T = A" 4-B/j -t-B'fli' 

108. On doit observer que tout plan diamétral passe 
par le centre , ou en général par le lieu des centres ; car 
l’équation de ce plan, écrite sous la forme (6), estévi- 


- OtfL- 


% t 


L- 
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demment satisfaite quand on y substitue les coordonnées 

du centre, fournies par les équations (3), ( 4 ) ,*(5) du 
n° 9o; et l’on pouvait d’ailleurs prévoir cette circon- 
stance, d’après la définition même du centre. 

109. Cherchons maintenant si, parmi tous les plans 
diamétraux qu’admet la surface <J> , il y en a un qui soit 
principal (n° 103). Pour cela, il faut ne plus se donner 
arbitrairement les angles a , 6 , y , ou les cocflicicnts met», 
mais les choisir tels que le plan diamétral (y) se trouve 
perpendiculaire à la corde (a). Ainsi l’on doit satisfaire 
(n° 47) aux deux conditions 

Q . A m -4- B ' -H B " n . h! n -4- B 4- B "m 

(8 ' À' + WB',» A" + B«+B' m = "’ 

a . 

desquelles on pourrait déduire, par l’élimination de m, 
une équation du troisième degré seulement, qui admet- 
trait toujours pour n une valeur réelle : mais on arrive à 
un résultat plus symétrique, et qui nous sera d’ailleurs 
utile plus tard, en introduisant une inconnue auxiliaire s 
déterminée par la relation 

_ J = A" + Bn + B'm ; 


alors les équations ( 8 ) et ( 9 ) se trouveront remplacées par 
les trois suivantes , qui sont dii premier degré en m et » , 

( 1 o) km -4- B ' -4- B "n = ms, 

(11) A'/i -4- B -4- B "m — ns, 

(12) A" -4- B* -4- B'm = s. 

Or, des deux premières ( 10 ) et ( 1 1 ) on tire 

(13) m[(s — A) (s — A') — B" s ] = B'(j — A') - 4- BB", 

(14) n [(5 — A) (j — A' ) — B "*} = B (s — A) -4-B'B"; 


5V 


*■ 1 


<■ 
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et eu substituant dans, (jp) ees valeurs de m et.de n , il 
vient ; , . , . . 

| (•» — A) (j — A') (i-A'] B 1 (p — A) — B'* (J A'} 1 _ 

ou bien , en développant , 

( s' — ^(A-t-A'-t-A" ) — s (B"’— AA'-t-B'* — AA"-t-B’— A'A" ) ) _ 
(,C ° ( -+-(AB*-+-A'B''-t-A"B” , ‘-AA'A”-2BB'P” ) °À 


Cette équation (*) étant d’un degré impair, admettra tou- 

«*4 — . '-Vv' 

• t np jTt T t*. \ 

(*) Comme elle sera nécessaire à citer plus tard , nous ferons observer 
ici que le terme connu est précisément le dénominateur D des coordon- 
nées du 'centre (il* 93) : le coefticient de s* est facile à retenir et quant 
au coefficient de s, il se compose de la BOmmc des trois bindmes 


B"’ - AA', B'* — AA”, . B’ — A' A”, 




qui sont analogues à 4’ — 4 ac dans les courbes du second degré , et qui 
serviraient k indiquer le genre des sections faites dans la surface (i) par 
les plans coordonnes r = o, = o, x = o, ou par des plans parallèles à 
«eux-ci. . 

D’ailleurs nous verrons plus loin (n° 1 47) que l’équation (i6) a tou- 
jours ses trois racines réelles ; mais M. Cauokf a donné de cetto propo- 
sition une démonstration directe et ingénieuse. J’our cela , il écrit 1 équa- 
tion {(5) sous la forme 

(i5) (j — A) [(s — A') (j — A”) — B*]— [B'*(i— A')-t-B'*(*— A" J-+- 2 BB'B*J= o, 

puis il remarque que, dans de cas particulier où l’on aurait B' = o et 
B’ = o, les trois racines seraient 


s — A, s = 


A'-l-A" 


±W^'-A”)-. 




alors, revenant au cas général, il fait, dans (i5), lœ hypothèses sui- 
vantes : * 

i = ao qui donne -t-, 

s — a 

5 = 4. . ■«« .....* -t-, 

i = — 00 . ... — . • ' ■ 

Ainsi , puisque ces résultats sont alternativement poaiuls et négatifs , les 


îa 


& 
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jours une racine réelle, a laquelle roiTcspoudtoiil dans 
(i3) et (i 4 ) des valeurs réelles pour rn et ri ; par consé- 
quent, clans toute surface du second degré , il existe au 
moins un plan principal ; et il peut y avoir au plus' trois 
plans de ce genre, à moins qu’il n’y eu ait une infinité, 
ce qui arriverait si la forme particulière de la surface ren- 
dait quelqu’une des équations ( 10 ), (n), ( 12 ) identique 
J avec les autres; mais nous reviendrons plus tard (n° 118) 

'J* sur cette discussion. 

, 110. Toutefois, il importe d’observer que la racine 

réelle de l’équation ( 16 ) prouve bien l'existençe d'un 
système de cordes principales , c’est-à-dire qui sont cou- 
. pées à angle droit par leur plan diamétral ; mais elle n’ap- 
• prend rien sur la position absolue de ce plan , qui pourrait 
, se trouver à une distance infinie (n° 106), et dans ce cas 
ne saurait être employé comme plan coordonné. C’est 
pourquoi nous allons appuyer les transformations suivan- 
tes , non sur le plan principal lui-même , mais sur le sys- 
tème de cordes principales dont la réalité est certaine. 

111. Concevons que la surface générale <J> du n° 105 
est rapportée à trois axes rectangulaires dont l’un, ü Z, soit 
pris parallèle à ces cordes principales ; il faudra qu’alors 
les équations ( 10 ), ( 11 ), ( 12 ) se trouvent vérifiées par les 


trois racines de l'équation sont toutes réelles, et généralement inégales. 
Pour manifester clairement le signe du résultat de la substitution s = a, 
il faut remarquer que les quantités a — A', a — A", sont essentielle- 
ment positives, et peuvent être représentées par h' et A’; d'ailleurs, on 
a évidemment B 1 = (a — A') (a — A ") — h'k’] de sorte que l’équa- 
tion (i5) se céduil pour s = a, à la forme d'un carré négatif 

- ( B'>A‘ -+- B"* A ! ± a B'B’' AA). 

Au contraire, quand ou pose s = b, les quantités b — A', b — A", sont 
de la forme — A’, — A*, et l’on a encore B’ = A 1 A' ; donc l’équation (i5) 
donne alors un résultat nécessairement positif. 
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hypothèses a = 90°, 6 = 90°, et y==o, ou bien parles 
valeurs ' » * *<, 


cos a 


n — 


cos 6 


cos 7 


COS7 


Or, cela entraîne évidemment les conditions B'=o‘ 
et B= o ; d’où il résulte que, pour de tels axes, l’équation 
de la surface du second degré sera toujours débarrassée 
de deux des trois rectangles , et prendrais forme 

( 1 7 ) Ax , + A’/+AV+'jBV+20+iC’/+aC'i+E=o. 

Par conséquent, tous les genres de surfaces du second: or- 
dre sont renfermés sans exception dans cette équation; 
mais elle peut encore être réduite. En effet, si, sans dé- 
placer l’axe QZ , on fait tourner dans leur plan les axes 
OX et OY, en les laissant rectangulaires, par les formu- 
les connues 

x = x' cos» — y' sinu, 
y = x' sin u -4- y' cos o>, 

on pourra faire disparaître le rectangle xy, puisqu’on 
arrive, comme dans l’équation à deux variables, à la con- 
dition ■ • . ' 

jjjUfsinw cos w (A' — A) 4 - 2 B" (cos’w — «in*») = o, 
d’où 

t 2 B" 

to n 6 a-e= rrx'- 

Cette valeur , qui est réelle et toujours admissible , même 
quand A = A', prouve que l’équation (17) peut toujours 
être ramenée à la forme 

•> % 

(18) P* 5 4- py 4 - P'V — Qx — Q> — Q"i 4- E = o, 

laquelle renferme encore toutes les surfaces du second de- 
gré , ej où P, P', P", Q , . . . peuvent avoir des signes et 
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des vaieui's numériques quelconques ; mais ici va commen- 
cer la séparation des diverses classes. 

112. Si les trois coefficients P, P', P" sont tous dille- 
rents de zéro, il sera toujours possible de faire évanouir 
les premières puissances des variables; car, en transpor- 
tant les axes actuels parallèlement à eux-mèmes, par les 
formules x = x'-+-a , j=y'-\-b , z = z'-\-c, on trouve 
les conditions 

2aP — Q = o, aèP' — Q' = o, acP"— Q"=o, 

auxquelles on peut satisfaire par des valeurs finies de a, 
b , c , tant qu’aucun des coefficients P, P', P" ne se trouve 
nul. Ainsi, dans ce cas, l’équation (t 8 ) se ramènera à la 
forme 

(19) P*»-|-Py +PV = H, 

qui comprend une première classe de surfaces du second 
degré. 

113. Si un seul des trois coefficients des carrés se trouve 
nul, par exemple, P = o, et le coefficient correspon- 


dant 


Q^o, on ne pourra plus faire disparaître le terme 


Qx, puisque la valeur précédente de a serait infinie ; mais, 
en place, on pourra faire évanouir le terme constant, et 
réduire l’équation ( 18 ) à cette forme 


( 20 ) 


P> J -+- PV = Qar, 


qui présente une deuxième classe de surfaces du second 
ordre. 

114. Lorsque , dans l’équation ( 18 ), on a à la fois P = o 
et Q = o, sans qu.’il manque aucun des deux autres car- 
rés , alors cette équation se réduit d’elle-mème à 


P'y 4 - P"» 1 — Q> -Q'i + E = o; 


Digitized by Google 


r 


PLANS DIAMETRAUX. Ç) I 

et comme elle ne renferme que dçux variables, elle ap- 
partient nécessairement (n° 8) à un cylindre perpendicu- 
laire au plandesjy-z, et dont la base sera évidemment une 
ellipse ou une hyperbole. Or, il sera toujours possible 
de rapporter cette courbe à son centre, ou de ramener 
l’équation précédente à la forme 

py + P'«>=zH; 

et puisque cette dernière se déduirait de l’équation (19) 
en y posant P — o , nous pourrons regarder les cylin- 
dres elliptiques ou hyperboliques, comme un genre par- 
ticulier qui sera compris dans la première classe générale 
représentée par l’équation (19), en sous-entendant que, 
dans celle-ci , quelqu’un des coefficients peut être nul. 

115 i Enfin , si dans l’équation (18) on a en même temps 
P — o et P'=o, il restera 

/ 1 . . , ,v 

PV-Q*-Q>-Q"î4-E = o. . 

Or, cette surface étant coupée par des plans parallèles à 
XY, tels que z — h , z— h \ . , donnera toujours des 
droites parallèles entre elles : donc c’est un cylindre paral- 
lèle au plan X Y , et à base parabolique , puisqu’en posant 
y = o , on obtient une parabole. A la vérité , les arêtes de 
ce cylindre sont obliques sur cette base : mais, en coupant 
la surface par un plan ZOX' perpendiculaire à ses géné- 
ratrices , on aurait encore évidemment une parabole ; et 
l’équation de ce cylindre rapportée au plan de cette section 
droite, se réduirait (n° 8) à celle de sa nouvelle base , que 
l’on sait pouvoir être ramenée à 

PV» = Rx'. 

Donc, puisque cette équation peut être déduite de (20) 
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en y posant P'= o , ce genre particulier de surfaces ren- 
tre dans la seconde classe. • 

116. Nous n'examinerons pas l’hypothèse où P, P' et 
P* seraient nuis à la fois ; car il est impossible (n° 82) que 
l’équation ( 17 ) s’abaisse au premier degré par des trans- 
formations de coordonnées. 

117. Il résulte de cette discussion, que toutes les sur- 
faces du second ordre , avec leurs variétés, sont comprises 
dans les deux classes représentées par les équations à coor- 
données rectangulaires 

(19) Px’ + Py -l-P'V = H, 

(20) ' P y -t- P"*‘ = Q-r. 

Les surfaces de la première classe ont évidemment un 
centre qui est l’origine des coordonnées actuelles (n° 93) , 
puisque la somme des exposants des variables est paire 
dans chaque terme , comme le degré de l’équation. Elles 
admettent aussi trois plans principaux conjugués entre 
eux (n°‘ 102 et 103),' qui sont les plans coordonnés rec- 
tangulaires auxquels elles se trouvent rapportées mainte- 
nant ; car chaque variable n’entre qu’à des puissances pai- 
res dans l’équation ( 19 ), D’où l’on doit conclure que , pour 
ces surfaces, l’équation ( 16 ) a ses trois racines réelles. 

Quant aux surfaces de la seconde classe, eîles n'admet- 
tent point de centre , puisqu’en transportant l’origine 
(n° 94) on ne pourrait jamais faire disparaître le terme 
Qx, dont le degré n’est pas de meme parité que celui de 
l’équation ( 20 ). Parmi les plans coordonnés actuels, ceux 
des (x, y) et des (x, z) seulement sont diamétraux et 
principaux, attendu que les variables z et y n’entrent 
chacune qu’à des puissances paires; d’où l’on conclut qu’il 
existe ici au moins deux systèmes de cordes principales , 
qui sont parallèles à l’axe des x et à l’axe desy ; et par 


Digitized by Google 


PLANS DIAMÉTRAUX. 


9 3 

suite , le troisième système , déterminé avec les autres par 
l’équation (16), doit être aussi réel: mais le plan prin- 
cipal correspondant se trouve à une distance infinie, 
comme nous allons le voir. 

D'ailleurs , par cette discussion , il est prouvé que , dans 
tous les cas , l'équation (16) du n° 109 a ses trois racines * 
réelles. 

lift. II suffirait sans doute, pour étudier les surfaces du se- 
cond ordre , de les avoir renfermées toutes , avec leurs variétés, 
dans les équations (19) et (20); mais, si l’on veut compléter la 
discussion ‘des cordes et des plans principaux , il n’y a qu’à re* 
prendre la méthode générale du n° 109, en l’appliquant à l’é- 
quation plus simple 

(18) Px 3 + P'/ + P'V — Qx — Q> — Q"z + E = 0, 

laquelle comprend sans exception toutes les surfaces du second 
ordre (n° «*) En cherchant d’abord le plan diamétral conju- 
gué avec les cordes parallèles à la droite quelconque 

, . cosa cos6 

(21) x=mz = . z ; r — nz — .z, 

COS7 COSy 

on trouvera, par la formule générale (5), 

(aa) (a P* — Q) cos « + (aP'/ — Q' ) cos 6 -t- (a P ”s — Q')cob y == 9 

Ensuite, pour que ce plan et la corde (21) soient perpendicu- 
laires entre eux , il ’ faudra (n° £8) satisfaire aux trois condi- 
tions (*} 

I P cos a. cos 7 = P" cos a. cos 7, 

P'cosê.cos7 = P" COS6.COS7, 

P cosa.cosë = P' cosfi.cosa, 


(*} Ordinairement on exprime seulement que deux des, projections de 
la droite sont perpendiculaires aux traces du plan; mais il faut alors, 
suivant la remarque faite au ii°46, éviter de prendre deux plans pro- 
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lesquelles ne peuvent être vérifiées à la fois, quand P, P', P" 
sont inégaux , que par l’un des systèmes de valeurs qui sui- 
vent : 

/ cos a = o avec cos 6 — o, 


(24) / cos a = o cosy = o, 

( cos 6 = o C0S7 = o. 


Or ces valeurs prouvent, i° qu’il existe trois systèmes de 
cordes principales , toujours réels, et perpendiculaires entre eux, 
puisqu’ils sont parallèles aux trois axes rectangulaires OX, OY, 
OZ , qui ont ramené l’équation du second ordre à la forme (18); 
et qu’il n’y a jamais plus de trois systèmes de ee genrt, tant que 
P, P', P" sont inégaux; 

2 0 . Que les plans principaux conjugués avec ces trois sys- 
tèmes de cordes , et déduits de l’équation (22), sont : 


(25) 2P"z — Q" = o, 

(26) 2 P 'y — Q' = o, 

(27) 2 Par — Q =0; 


mais le dernier sera situé à une distance infinie 


Q_ 

2P 


SI 


P = o, ce qui arrive dans les surfaces de la forme (20). Cela 
vient évidemment de ce que les cordes parallèles à OX ne ren- 
contrent plus la surface qu’en un seul point, et se prolongent 
indéfiniment dans l’autre sens. 

tI9. Si l’on avait à la fois P = o et Q = o, ce plan princi- 
pal (27), perpendiculaire à OX , se trouverait à une distance in- 
déterminée. En effet , la surface devient alors (n“ 1 14) un cy- 
lindre elliptique ou hyperbolique; et les cordes parallèles à OX, 
ou bien à l’axe du cylindre, se prolongeant indéfiniment dans 


jetants qui coïncident. Or, comme cette circonstance arriverait fréquem- 
ment ici , où les cordes cherchées vont se trouver parallèles à un des axes 
coordonnés, il est plus simple de poser immédiatement les trois condi- 
tions, dont une sera toujours comprise dans les deux autres. 
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les deux sens , leurs milieux peuvent être pris à volonté sur 
tout plan perpendiculaire à leur direction commune. 

120. Maintenant, supposons que deux des coefficients P, P', 
P" soient égaux, par exemple, P = P'. Alors on satisfera aux 
conditions (23) d’une manière plus générale que par les va- 
leurs (î 4) ; on pourra encore poser 

cos a — o avec cos8 = o, 

I 

ce qui fait retrouver le système de cordes parallèles à OZ , avec 
le plan principal (25) ; ou bien il suffira de poser 

* 

cosy = o, 


en laissant « et 8 indéterminés, ce qui montre que toutes les 
cordes parallèles au plan XY appartiennent à des systèmes prin- 
cipaux, dont le nombre est par conséquent infini. Les plans 
principaux correspondants sont fournis par l’équation (22), en 
y substituant la valeur cos 7 = o, ce qui donne 


(28). 


O cos <*4-0 cos 6 

x cos a 4 -y cos 8 — = o. 

J 2.P 


Ce cas est celui où la surface (t8) est de révolution ; car tous les 

plans a = h, z = h' , coupent alors cette surface ‘suivant 

des cercles dont les centres sont situés évidemment sur une 
même droite parallèle à l’axe OZ , savoir : 



D’ailleurs , cette droite se trouve l’intersection commune de tous 
les plans principaux représentés par l’équation (28). 

12i. Si l’on supposait à la fois P = P' = P", les condi- 
tions (23) se trouveraient vérifiées d’ elles-mêmes, quelles que 
fussent les valeurs de a , 6 , 7 ; d’où il résulte qu’alors tout sys- 
tème de cordes parallèles serait un système principal ; et tout 
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plan de la forme ( 32 ), c’est-à-dire passant par le point 



serait un plan principal. Dans ce cas , la surface est une sphère ; 
car l’équation ( 18 ) peut alors s’écrire sous la forme 




Q’-t-Q” - hQ”’ — 4EP 
4F* ’ 


laquelle exprime que la distance du point (x, , y,, z, ) à chaque 
point de la surface, est une quantité constante. 

192. Lorsque deux des coefficients P et P' sont égaux et en 
même temps nuis, on sait (n° 118) que la surface est un cy- 
lindre parabolique. On retrouve alors , comme au n° 120, un 
système de cordes principales parallèles à OZ , avec un plan 
principal correspondant, savoir : 

(25) 2 P"z— Q" = o; 


puis un nombre infini de cordes principales , parallèles à XT, 
et indéterminées dans leur direction ; mais les plans conjugués 
de ces systèmes , représentés par l’équation ( 28 ), semblent tous 
situés à l’infini. Cependant on en trouvera un situé à une dis- 
tance firfie, ou plutôt arbitraire, si l’on choisit a et 6 de ma- 
nière' que l’on ait 

Q cosa -H Q' cos 6 = o; 

ce qui suppose que l’on prend des cordes parallèles aux généra- 
trices du cylindre, et le plan principal ( 28 ) devient alors celui 
de la section droite. On se rendra aisément compte de ces di- 
verses circonstances , par des considérations géométriques , et 
l’on interprétera d’une manière analogue le cas de deux plans 
parallèles , lequel arrive quand on suppose nuis P, P', Q et Q'. 

123. Il résulte des discussions précédentes, i° que, dans 
toutes les surfaces du second ordre , les systèmes de cordes 
principales sont au nombre de trois , distincts et rectangulaires 
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entre eux; ou bien leur nombre' est infini , et l’un est alors, per- 
pendiculaire à tous les autres; excepté dans le cia de la 6pbère, 

eù toutes les directions possibles donnent des cordes 'princi- 
pe 1 *- jf ;\ ,* • .A 

2 °. Les plans principaux sont aus$i au nombre de trois, ou 

bien il y eu a une injurié; mais, dans tous les cas/ deux ait 
moins de ces plans sont à une distance finie. 

. ** f 



7 . 


i 
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fh'stussion rlïf&fltfàce* rloUéès d'un centre. 

% ' ' * l , •« > * * r » , / 

« 

* i 

124. Les surfaces de cette classe sont (n u 117) toutes 
renfermées dans l’équation 

Pat’ 4- P'/’ -H P"** = + H , * 

qui donne lieu à plusieurs genres , suivant les signqs dont 
les coeflicients se trouvent affectés -, mais pour abréger la 
discussion, sans omettre aucun cas réellement distinct, 
nous supposerons que l’on ait toujours eu soin, préala- 
blement , de rendre positif le second membre H de l’é- 
quation proposée ; et comme alors les trois carrés ne sau- 
raient avoir des coefficients négatifs à la fois sans que la 
surface ne fût imaginaire, il nous restera à examiner les 
trois genres renfermés dans les cas suivants. 

125. Ellipsoïde. Trois carrés positifs. L’équation avec 
Fio. 18 . les signes explicites, conserve la forme 

(i) Pi’4P'/4P"t’=H; 

. pour obtenir les points où la surface rencontre les axes 
coordonnés, on égalera à zéro deux des variables x, y, 
z , et l’on trouvera six sommets réels A et A', B et B', 
C etC', situés aux distances 

X ~ ± ^Y = “, y/p = i, * = ± \/jr„ = c 

• . I 


t 
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Ces distancés QA==o, Q|R= b ,OCa=.c* se nomment les 
demi-axes ou demi-diamètres prjftçipau.r' (n° 104) de la 
Surface; car chacune de ces droites psi l’intersection 
(Je dçu\ plans coordonnés qui son,t ici des plans [irèici- 
paux (n° 117). Si d’ailleurs ou introduit ces axes dons 
l’équatjou (i), vu y substituant les valeurs de P, IP, P ", 
tirées dçsxelations précédentes, cette équation prendra la 
forme très-$y,métriquc ...... . 




* • s*. , y *■ 

gï.+ »• 




v? 


• < ' / a 

m Lés sections faites p/ir les plans coordonnés s,’ ob- 
tiennent en pcwant tour à tquF x = o,.y s= o 4 <y\ et 
ce sont évidemment des ellipses faciles à construire. QvçSMt 
aux seétkms parallèles au plan XY, elles seront données, 
par les équations simultanées r 

I «. 

... *. * »• 0 . jj*. * •* . y? * 1 M'A*?’ ' 

et l’on, voit (juê ce sont toujours des ellipses semblable , «, 
puisque leurs axes qui s’obtiennent eu posant tour à tour 
x = o , y= o , dans la demi ère. équation , conservent entre 
eux un rapport constant,, quel que soit h. Ces ellipses de- 
viennent imaginaires quand ainsi la surface ne 

s’étend pas au-dessus du point C nî au-dessotfs du point 
C'. On obtiendra des conséquences semblables pour les 
sections parallèles au plan XZ-, oà au plan'ŸZ; et - géné- 
ralement, tout plan quelconque donne une section ellip- 
tique, puisque l’équation 

. ■ •* *' * . * » . 

z = mx -+- ny -p k , 

f- ■ 

combinée avec (r), conduit » 

(.P -hP "■J » 1 . 1 ' «’^r 1 d* "mnxy . * . = », 


IOO 


i nu r ij' m cii. 


tvswIuioù la condition R* 4- \ AC -4^ rfse tronvé manfles- 
teiùcnt- remplie. i/elKp6oide est dofltviirte surface fermée 
dans tou.v les sens: * * 

1S7. • Lorsque deux quelconques des coefficients sont 
«gaux, par exemple" "P i= P* on ac=b, l’ellipsoïde est" fie 
révolution -autour- de l’Axe dei 2 ; car les sections trouVées 
(itV 44B-)s pour dés pians perpendiculaires à Cet aie , T tels 
que z — h, deviennent alors des cettles dont les centres 
sont sur OZ. Ainsi , dans ce cas, la. surface pourrait être 
engendrée par la révolution de l’ellipse CAC' autour de 
son axe CC'. . _ . 

'128'. Sîd’ort Wpjiôfo P = P'ü P", ou «— 'fr= ç , l'eRip- 
SO'fdt se change en une sphère, ouraqûcl’équatidù (f) de- 


■ t 


laquelle exprime que la di^Umce de l'origiue à Un point 
quelconque de la surface est constamment égale à a. 

A cette occasion, nous ferons observes qu’une sphère 
dn ràvonR , et dont le centré sèraif placé au point quf*a 
pour 'coordonnées à , S, .y, aurait pour équation 

• •(« — *)•■+' ( rv-®’)* +• (* vî * 

t* y* • • ^ / * 1 «’• 

car le premier membre de cette équation exprime bien 
(n° (») le carré de la distance du point (a, 6, y) à un point 
quelconque (jc , je , 2 ) de la surfece. ; , 


i*.w 


. »■ *r 

128. "HyPesboloïùe * une > - apj?e,. Uii seul carrç néga- 
tif. L'équation générale , avec les signes explicites , de- 
vient * • ’ , * 

(3) P* s 4- P ’X 1 H , •. . 


et les points où- la sùrface rencontre les axefc coordonnés. 
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seront fouruif par ; ,• , , 

I 

'x=±\J^=a, y = ±\J^-,=h, î='± y/^V = oV^T; 

d’où l’on conclut qu’il y a ici quatre sommets réels 19. 

A r , B et B', et deux sommets imaginaires. Les distances 
0 Â = «^ OB == b , OC = c, sont çhcôre pommées v jpar 
les taëmes raisons qu’au n° 12§, les demi-diamètresjtrm- 
cipaux ou demi-axes de 1a surface ; mais lès deux premiers 
sont dits les axes réels, et le troisième n’est que le coeffi- \ 
cieut de l’expression fournie par l’analyse pour l’axe 
imaginaire, pn inlrQduisa'ut pes axes a , b, c«, à la place 
de P 0 P', P", dans l’équation ( 3 ), elle prendra la ferme 



129 . Les sections parallèles au plan XY sont données 
par ks éqüariens''sibiaJtant*e’8 - 


2 =±: ± h, 


If 


^ A» 


ji* 


ainsi ce* courtes sont des ellipses , toujouis semtiubbfi 
pùîsqUe les, deiix-axes quL s-’t&trendrOntytt posant tout à 
tour y =0, Xc==of dans l’équation précédéote , conter* 
venir entre eutran rapport constant, - quel que-soit' A. IWdf- 
leuts tés dimensions dk ces ellipses augmentent imtfimf- 
nàent avec ht grandeur iwtrtéricpï©'de A v ’dfe sbrte que la 
plus petite de ces sections horizontales, tmmstïéè ‘e/Ups e 
de gorge , s’obtiendra en posant z —o dans l’équation (4)i 
c'est k éourbo AB4-B', qui ^ pour diamètres prihclpdùx 
lesVfenSr tkxef réels a ét é de lhypt'ilï'olfîïde. 

Quant au pkn XZ, il coupe la surface suivant tins* 
hyperbole ( EAF , E>A r t") dont l’équation sc déduit de{ 4 ) 
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en y posant j = o\ et des résultats semblables ont' lieu 
pour le plan YZ, ainsi qiu; pqftr les plans parallèles à 
ceux-là. 

130. On voit par là que cet h ypcrboloïde s’étend in- 
définiment, mais qu’il u#t composé d’une seule nappe 
continue, sur laquelle 6n peut passer d’un point quel- 
contpie à un autre, s tins sortir de la surfa ci;. D'ailleurs 

la sçction faite par un plan quelcçnque 

* ✓ # * * » 

3 hî: lux -f- «V -+- h , 

petït ètre tour à tour hnc èHijxtl une parabole ou une 
hyperbole, suivant l'Inclinaison du plan sécant; car celle 
équation combiuée avec (3), conduit ji 

I ‘ • 

(P — (V — P "«’) y 7 — iV'mnxy . . . =o, 

•, **.,'• * r » y •» • v * ' ' . ' 

* résultat où le binùuie caractéristique B* — t 4AO petit se 
trouver positif, nul ou négatif, suivant les valeurs de 
m et n. „ 

131. Lorsque les deux axes réels sont égaux, c'est-à- 

dire quand == h , ou P = P,, liiypeiifoluïde se trouve de 
révolution .autpur.de luxe imaginaire OZ, puisque les 
aeélio*ts obtenues au n° 129, pour des plans z ■pz h per- 
peudirulaii tib à cet .axe , deviennent évidemment des cer- 
cles ^ionL les centres' sont sur cette droite. Alors la surface 
peut être engendrée par irrésolution de l’hyperbole EAï 
autour 4»? son «te itnt^gtumr*:,- . , 

;132. Rxpçu<m.oïde a dbux .nappes. ÜéuX çprrés né- 
gatifs. LYqyaüon d»viunt^en mettant les signes en évi- 
nce* 


L 
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La «urfttce txm contre les a#t» coordonnés a$x distances 

• • • •-• • •« . ■ * . * 



dç sorti; qui) n’y a ici que deux- sw/imets réels ,A fit Si Fl0, 20 ■ 
et les quatre autres’ Sont imaginaires j mais les dis- 
tances oX=«,’oiV=i, qc=c, sont tQujom« nom- 
mées (n 6 104) les demi-diamètres principaux ou les demi - 
axes de la surlace , et le premier est dit, l'axe réel , pai'ce 
que c’est Je serti qui rencontre effectivement cette surface! 

En introduisant jçes trois a>cs a, b, c, à la pl&çe de P, 

P', P", dans l’éqtlatroH (5), ollepnendra la forme 

• -, J,*' y' 2 » - ’ ‘ * ? , 

• ' ‘fc’ ■ IP ' Çt ‘ • ’ ' • V 

. •• 

♦03. La voudition sy *= o introduite ■ dans l’équa- 
tion (6), montre que le plan XZ coupe lbyperbolofde 
actuel suivant une hyperbole (EAE‘, FA'F'); et il en se- 
rait de même du plan XY, ainsi que des. plans parallèles 
à’ fbitï-là. Fbur des plàns Sécants parallèles kÀi’i) , dit pe£- 
pencKcrtteit^ à l’a*e réèl'OX , oh obtient ' *** 



ainsi ces sections sont des ellipses scniblablei entre <4!eS, 
et qui croissent ijjdçtinHpent avec la grandeur absolue 
de h-, mais elles deviennent imaginaires quand A 1 <C < 2 J , 
e > eat-à-dit*e dans Finteèvatte -des deus sommets réel». A 
et- A'. * •*" * - • ' v ■ f ■ t~*>- i • 

LH: De là il résulté que «et hyperbobude «st eotn- 




«i 
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posé de deux. nappçs-nou. continue», indéfinies chacune 
dans un sens, mais séparées l’une de l'autre par un in- 
tervalle où il n’existe aucun point de la surface. Un plan 
sécant quelconque pourrait anssi donner, comme au 
n° 130, des sections top- à tour elliptiques, parabo- 
liques, ou hyperboliques, suivant son inclinaison sur les 

ax£S. 

135. L 'hyper boloïde à deux nappes se trouve rte révé- 
lation , quand les deux axes intagir}tirros sopt égaux, 
c’éit-à-dirc quand B = c ou P' = P"; car lés secripns ob- 
tenues ail U n 133 pour defc plans x — h perpendiculaires 
à f axe réel OX, deviennent évidemment des cercles dont 
le? centres. sont sur cet axé. Alors là snrfece pourrait être 
engendrée- par la révoltrtiqjù de î^yjrerhoTe '(XE, A'F) 
autour de son axé r$cf A'Cf&. <■ 

♦36. Voilà les ' trois genres principaux de surfaces 
douées d’un centre; mais il reste à examiner quelques 
vàriétés, et d’abord le cas où H = o. 

Cette hypothèse +ntroduite dai* ltdttpsorde réduit Vé- 
qaation (r) à •* ‘ ' 

- Vî. .’•» q-*#*-* p V=*o, •-»- - 

' ’■ 'V *• ‘ • ' v» ♦ • 

ne peiu élw-' vérifiée par d’autrça valetJts réelles 

que x — a, y =z,a^et z .datte dans ce ca* la suefaee 
se réduit à un point unique qui est l’origine des coor- 
données. . ' 

137. Dans l’hypeiboloïde à une nappe, la supposition 
H iÇF-0 réduit l’équation (3$ à 1 v 

♦ 

* ’fj) - ' * p y - rv è o, 

* '* *f „•* •" v ' *•' 

. laquelle représente une surfaite c mniqm VOV.' douât le 
sommet est à l’origine. Peur s’en assurer, il suffit de jroir 
si t»at pitta mnaé par ce poiat dottneca des seefiotf» rec- 
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liUgijes,- Qp, en combinant z mx. -4- ny aVeCTéqua- 
tion(7) , on obtient \ >■ -rt *: • * • a 

( p _ p " m *) -+- ( P ' _ PV) y 1 — aP " mnxy = o, 

équation homogène qui confira • nécessairement à dés 
valeurs de la, forme: ) 

r -=zp±. 4 q-, 

X 

et ce résultat Appartient effectivement à deux droites pas- 
sant par l'origine des coordonnées, ou au point unique 
(pc = o, y = o)j quand le radical deviendra imaginaire 
pour certaines positions du plan sécant. D’ailleurs 1 hjy 
pothèse z — h introduite dans 1,’ équation (7), InQu-tpe 
que ce cône a pour base parallèle au plan XY, une 
ellipse dont le centre est sur OZ ; mais il faut générale- 
ment le regarder comme un "Cône dû second degré dont 
la baie peut Être une des trois courbes de cet ordre. 

’Cifette sorfôcd' conique 'VOV* 1 êSt asymptoté dfc l*bypei- 
bohnete à une nappe; caf, eli comparant' les ordoiinécs-i 
et‘i Y qui dam les érpiâtionS (3) ét ( 7 ), répondent Aux 
mêmes x et'jy, et sur la tuême nappé , oh trouve 


H- P y — + 

. <•’ ' 0 »-* 

ou bien , en multipliant ét divisant par la somme des ra- 
dicaux, . ■’ *> 

— »>=; 


\/P x> -+-"P{r ' i ■+■ P '/ 5 — H 


Bouc la.drtlêrenee'* 1 ' — * décroît indéfiniment jusqu’à 
zéro , à mesure que x et y augmentent 5 et compte cepen- 
dant z sera toujours moindre que z ', le cône est en de- 
dans de l’hyperboloïde. a 




t *■ 
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43». -Si I’oii veiU comparer Péquacion- ( 7 )' du cône 
asymptote avec celle de l’hyperboloïde sons la forme 



il faut observer que, dans cette dernière surface, les 
longueurs absolues des axes étaient 


Vf- '=>/$■ ■ 

Or, lorsqu’on fait décroître H sans changer P, P, P", les 
aies a, b,‘‘c décroissent ensemble, mais eii demeurant 
toujours proportionnels aux quantités 

... vè 

• *’ • . e « * ■ • 

donc , quand ccS axes sont devenus ainsi nuis, par l'hypo- 
thèse H== o, et que l’hyperholpïde se«|t changé en /pu 
cône, les trois quantités précédentes sont epeore propor- 
tionnelles atix longueurs des axes prjmitife, et l’on , petit 
poser £ 

■ . v / p =ar; 

d’oH il résulte 





1 

a’c 7 


valeurs qui., substituées dans ( 7 ), ramèneront' cette équa- 
tion à la forme . • *.v •> »... v 

/; * * •. X J • * V*- »** * * * * * * 

— - p-u — o . * 

a 7 c * • 
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139. L’hypothèse H = o, introduite dans l’équationP^S) 
de rhyperbhloïde à deux nappes, donne- 

"(8) V Pr> — P>*— P"z’=o; 


et l’on prouvera , comme au iî° 137, que cette équation Fig. 20. 
représente une surface conique VOV' dont la base pa- 
rallèle à est une ellipse. Ce cène est-encore asymptote 
de l’hyperboloïde à deux nappesy car, en compar ant las 
deux ordonnées x et x' qui , dans (5) et (8), répondent 
aux mêmes y. et z , on obtient 


x') = y/py +py +H — \/py‘-hf"z', , ^ 

ou iîen , en multipliant et divisant par la somme des ra- 
dicaux, ... > .... 

• « V, ■ , • 11 • • •; 

* /S { 1 y— ' .« ' H' - : . •• •« S 


dont', la jdigèt-eftce x —x déor©k- indéfiniment jusqnà 
ïéro , à mesure que y et z approchent d^trhjya finis. Ma» 
comme çm aura toujours x >>.»',■ lu eôm* enveloppe la sur- 
face exfà’ie uremen t . 

L’équation (8) de ce cône asjpmptote pourrait au«i, 
comme aû n° 138, être ramenée à la forme 

t 


:rn ?' a» " ’ '• 

— >. T . — — 1 — y - O. 

' ' $* f* >' «• 


140, Les surfaces conique» à base du second degré ne 
sont pas les seules ' variétés que renferment les équations 
générales - ( 1 ),, (3) <$ ($)■ En y’suppb«ant nuïs un ou plu- ' 
sïèiirs déf cpellicife’nts P, P', P*,’ yï, elfes fourniront cfe- 
cbre des cyUndrê/a ijaSC ‘eîlipiSfuc ou 'hyfferPoflquc, 
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Px 1 ■+■ P =!, Hj OU Pxf P^ÎÆ fl J 


et aussi le système de deux pians qui se coupent, ou qui 
sont parallèles , comme 

« 

Px’ — P'/’ — o, ou Px’ = H ; 

■ • ■ • 

mais, ces divers tas n'exigeant aucune discussion , il nous 
suffira bien de les avoir indiqués. 

✓ • s- -, . ■ 

141. Des gérératrices XECTii.uiNEs. Examinons si', 
parmi le^ surfaces douées d’un centre, et autres que les 
srtrfaces coniques ou cylindriques, il y en a quelqu’une 
sur laquelle une -droite puisse' être applique dans toute 
sa longueur indéfinie ; et effectuons cette recherche spé- 
cialement pour l’hyperboloide à une nappe , pa^ee qu'il 
est aisé de préyoir que la forme des deux autres surfaces 
ne permet pas qu’elles jouissent de cette propriété; d'ail- 
leurs, il su dira de changer le signe du carré d’un axé, 
pour appliquer à ces dernières les résultat* lanajytiques. 
obtenus pour l’autre. 

L hvqieiboloide à une nappe •<n° 12N) a pour équation 


■'* ' i 


x 1 

O* 


y] 


X 

c 7 


1 • 


S'il existe une droite qui puisse s'appliquer tout entière 
sur cette surface, une de 906 projections sera de la forme 




jr-*=m ri4 » Ai 


ou <*, v ÿJUi, df s çopstajttbs indétoBÛiinées; et comme 
cette. étppHipjy reprise èjÿi, en uièmg temps h; pls^u proje- 
tant de 4a droite, il faudrq qti'qq.,coup,ant. 1$ surfgec par 
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ce plan-, l'intersection, qujsera 'une ligne du second de- 
gré, ait une équation qui puisse se décomposer en deux 
facteurs dont uir soit Huèqirc, etpar suite l'autre le sera 
pareillement. Or, la combinaison des équations (p) et (lo) 
donne , pour la projection de la section sur le plan XZ , 

z ; x 1 (b , ±a-x' , )-ï-iaGa\c-h'a'‘(&— b') ' 

(“J jr= ' d *~ — ‘ 

Mais, le prcipier membre étant un. carré parfait, il. fau- 
dra; pour là décomposition annoncée* que le second 
membre soit aussi tin carré; donc il faudra établir, entre 
lés indéterminées « çt € ,1a relation . . _ . 

(é’ + flV*) (W— ‘ ' 

‘ ^ . ../• 

d'où l’oi déduit . v \ 

. , 6 -+- a“a 1 > • .. .• ./ • - 


■ r . •• — .V • t .• , 

valeur toujours rédlé, qui , substituée. .dàus les équa- 
tions ( io) et (i j), donne pour les projections de la droite 
cherchée, 


( !»,) J| y — oui -h» \^b' -H 0*4’, 


f.3) 


2 x \i b 1 -f- « a 3 -t- a- a. 
dfc- =r — ; 

c ' ab. 


Le radical qui entre ici renferme implicitement le double 
signe de la .valeur de S\ mais il faudra le prendre tou- 
jours avec le mèmé signe dans les deux équations à la fois. 
D’aillcnrS , puisque nous n'avons eu à satisfaire <pi’à nïié 
relation unique entre’# et a , 4a dernière de ees constantes 
reste -tout à fah arbitraire dans-les équations (t 2 ) et ( 1 $) ; 
fct par conséquent il existe une infinité de droites situées 
loin ehtiPrcsUtir fhyperho/nkie à une nappe. 


. l-XAISTRl Vil. ... . 

.Ubservous ici que, peur appliquer ces résultats 
à 1 ellipsoïde ou à 1 hyjærbolotlie à deux nappes . ii suib- 
lytit dan» liquation (y); de cliangcf c fa cV^-ï , du b 

9&h \[-^iytX comme chacune de ces - modifications rén- 
draitSmapnaire l’équation- (i3), oh doit <*n conclure que 
ces deux surfaces n adnie.ttent aucune génératrice reeti— 
ligne. 

t£3. Revenons à l’hyperboloïde à une nappe; et, pour 
examiner 'la ppsitfon'tju’y occupent les tftversfes droites, 
Fw. ai. représentons cotte surface projetée d’uhe partsQr<uq plan 
horizontal, parallèle aux deux aies réels a «t ~b qui sont 
dans le plan coordonné xy, et de l’autre Sur uh plan 
vertical parallèle aux deux axes <t ,et a, situés dans le 
plan ara. Pohc exécuter ces projections, il suffit de mar- 
quer sur le plan horiaontal les deux axes ô* r±~n*Of> b, 
et -de tr.acer l’ellipse de gor çp-àbg-, ensuite, sur le plan 
vertical, et à une hauteur quelconque, on portera les 
deux axes OV = à , O'é = c , et l’on tracera l’h^pbrBole 
pnricipale ÏŸa'& «fui se troiive Râiis Te plan verticalOD. 
Si d’ailleurs, pour fixer les idées, on suppose lTifperbo- 
loïde terminé aux deux plans horizontaux D'H, D"H*, 
egalement éloignés du centre, ces deux plans couperont 
la surface suivant <4es ellipses égales, projetées l’une et 
1 autre sur DEH , et semblables à l’ellipse de gorge dbg. 

■ iM>< Cela posé, les éc| ua lions (là) et (i3), dont la se- 
conde renferme un double signe, donnent pour- chaque 
valeur attribuée à deux droites qui ont une projection 
horizontale commune AB,. et sont/ par conséqueut situées 
dans un même plan vertical : mais leurs projections sur 
XZ étant deux droites distinctes, A' A" et B'B",, ou pe.pt 
ranger toutes les lignes qui correspondent .aux diverses 
valeurs «, a , . . . eu dufx systèmes (À) et (B), djs- 
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lingues par le. signe qui affecte leurs projections sut -le 


plan savoir : 


.£;•,* r r;f *V^ *^r f H 




i • jr = 

1 


t*< V s x y] b ' "4 a*tt* 4 - n’a 

(B) b 

z <* , or- 4 -a , a 

i % -* — 

l 

^ “ fc ■ ’ 


. (B,)| 


'. e ' ~ça'ü t \ -h t'a' 


•l'tt ^ ~ab 

*• 

«i ' 

i 


• {**)■ •• • 
■ *v 4 / ■ 

• * • v • M' • • 


Or il est facile de reconnaître que toutes H-s projections Fie. 
horizontales de ces diverses droites sont des tangentes 
à r ellif ) se de gotge ahg , telles que AB, A, B,,... fcn 
effet, si Top combine l'équation , , , „ 

(1a) * ' 1 ■- 


avec celle d£ cette ellipse 



■a 1 y 1 4 - b'x' = a* b-, 

. •• • '• • ' •** 4 . 

qui^se déduit de (g) en .y posant a = o, qn trouve poifi’ 

les abscisses des points de section , 


(ÿ’ 4- tfV) 4- rt'cc 4- îa^cùt v^î-w’sf 4 = ô. 

Mais cettq équation , étant un carré parlait, a ses deux, ra- 
cines égales; par conséquent la droite. (12) est une sé- 
cante .dont les deux points dje section sont confond»* : 
ainsi elle est bien tangente à. fellipsc ahg, quelle que soit 
la ypl^ur attribuée à a;. . .... - ; 

On vérifiera de même que, pour toutes les valeurs 
dç (x , les .projections 

^**»4t v v f ** jjb *V^4V<»^ 4- a** - ■■■* 

• e~~. ■ ah '• ? 1 : . V» 


nos 


(ÎHAPiThr. V»l. 

sont dense droites A^-et B'ifc", tangentes à l'hÿpitbote 
principale D"a'D' qui a pour «quation a’ s’ — c’a^^aV’ ; 
et' quand on pose a. = o, ce qui arrive pour le plan verti- 
cal AA , ces projections: deviennent les asymptotes de 

cette hyjîerhole, puisqu’il reste r = ± - x. 

* i - . ’ * •* . ) 

143. JSi l'on nièné par l’origine des coordonnées,. qui 
est le centre de rVyperfiblotdé , des parallèles aux diverses 
droites du système (A) ou à. celles du système (B), on 
formera une surface conique dont une quelconque des 
arête** spta i^rége^éé par ^ \ . 


ï. 


. ,r =pofc et à;- = 


\ ,ç 


«4- 




•• • ■ < ’.-J 

puis, si l’on élimine a qui varié- eh passant d'une ahèfc à 
une autre . on aura.) poçr 1 équation de ce cdndÿ 


(«4J 


X* 

a 1 


x * :-i 

■p* • 



' hyperboloîrtè sont respecifrenteat pti 
aux arét<fs du qôné Asymptote de cette surface. 

146. Il suit de là que trois droites quelconques de l’hy- 
pc rhnhVidc rtc, son f jamais 'parallèles à unmfinu-plah. fin 
effet" s’il Tert était Autrement , il y attrait trois ârêtes du 
cètie asymptote qui seraient sitnées dans nn plan imiq\iè , 
«ttft plan devrait alors eqwjxtr la htise cSiptit/ue 137) 
du coite dans' trois points placés en ligne droite f résultat 
incompatible aVcc la forme -das courbes du second degré. 
Cette remarque nous sera utile plus tard . ponr distingtier 
la surface actuelle d’aVfeo le paraboloide hyperbolique. 

Ftc. ai. 147.. Deux droites quelconques du système (A) telles 
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que (AM , A'M') et (A,M,, A', AI',), ne sont jamais dans Fie. 
un même plan. En effet , le point R où se coupent leurs 
projections horizontales se trouve pour la première au 
delà de M par rapport au pied A de cette droite; et par 
conséquent il est, dans l’espace, au-dessus de l’ellipse de 
gorge ; tandis que le point R de la seconde droite A, M, est 
évidemment au-dessous de cette ellipse : donc ces deux 
droites d’un même système ne se coupent pas. En outre, 
elles ne sont point parallèles, car leurs projections hori- 
zontales se coupent en général ; et quand même on compa- 
rerait les deux tangentes aux extrémités d’un diamètre de 
l’ellipse de gorge, ces deux droites se trouveraient, dans 
l’espace, inversement situées par rapport au plan vertical 
mené par ce diamètre, de sorte quelles seraient bien loin 
d!èlre parallèles. 

L’analyse conduit à la même conséquence. Car, si l’on 
combine les quatre équations (A) et (A,) du n° Ht, en 
les soustrayant deux à deux, on arrive, après l’élimina- 
tion des variables, à la condition (a — a'j* = o, qui ne 
saurait, être satisfaite tant que les droites sont distinctes 
l’une de l’autre. Il est vrai que pour celles qui passeraient - 
par les extrémités d’un même diamètre de l’ellipse de 
gorge, on aurait a = ot'; mais alors il faudrait évidem- 
ment adopter pour le radical des signes contraires dans les 
équations (A) et (A,), et, sous cette nouvelle forme, leur 
combinaison conduirait à vÂM-fl*a*==o, condition éga- 
lement impossible. 

La même relation subsiste évidemment entre les droites 
du système (B) , qui ne sont jamais situées deux à deux 
dans un même plan. 

L48. Au contraire, une droite quelconque du sys- 
tème (A) coupe toutes les lignes (B), (B,), (B,),. . . de 
l’autre système. Cela est évident pour (AM, A’M') et 

8 
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(BM , B'iVJ jqui sont dans le même plan vertical ,<*t se cou- 
pent en (M, M) sur l’ellipse de gorge: comparons donc la 
première de ces droites avec (BtM,, B,M,). Les points 
projetés en R sont, sur l’une et l’autre de ces droites, 
situés au-dessus de l’ellipse de gorge, puisque R est au 
delà des points de contact M et M, -, et couunc la verticale 
élevée en R ne peut rencontrer la nappe supérieure de 
la surface qu’en un seul poiul R ", ce point est nécessaire- 
ment commun aux deux lignes (A) et (B,). Deux droites 
de systèmes différents sont donc toujours dans un même 
plan, et seulement elles deviennent parallèles quand 
elles passent par les extrémités d'un diamètre de l’ellipse 
de gorge. L’analyse conduit à la même conséiptence ; 
car la combinaison des quatre équations (A) et (B,) du 
n° 144, mène à deux valeurs de x qui s’accordent entre 
elles. 

1 49. On donne le nom de surface gauche à toute sur- 
face engendrée par une droite qui se meut de telle sorte 
que deux positions consécutives ne sont pas dans ttn 
même plan ; et c’est ce qui arrive (outre les cas généraux 
dont nous parlerons dans le chapitre XV .) quand on 
assujettit la droite mobile A à s’appuyer constamment 
Fjc. ai sur trois droites fixes B, B', B", qui, deux à deux , ne 
sont pas dans un même plan. D’abord , je dis que cette 
condition suffit pour régler le mouvement de la généra- 
trice A ; car si , pour chaque point M pris sur B , vous 
imaginez deux plans , dont l’un passe par M et la droite B', 
l’autre par M et la droite B", l’intersection de ces plans 
fournira une droite unique MNP qui s’appuiera bien 
< sur les trois directrices. Ensuite , la surface sera gauche, 
puisque deux positions A et A' de la génératrice ne sau- 
raient être dans un même plan , sans que les droites B, B', 
B", qui ont chacune deux points communs avec A et A', 
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ne se trouvent elles-mêmes- dans ce plan; ce qui est con- 
traire aux données de la question. 

150. Or , I'hyperboloïdc à une nappe, considéré comme 
le lieu de toutes les droites (A), (A,), (A*) ou (B), 
(B,), (Bj) ,. . . du n° 141, est du genre des surfaces gau- 
ches dont nous venons de parler. En ellet, dans chaque 
système, les droites ne se rencontrent pas(n° 147); etd’arl- 
leurs puisque (A), par exemple, coupe (n° 118) tontes 
les droites de l’autre système, il n’y a qu’à choisir à vo- 
lonté trois de celles-ci, (B), (B,), (Bj), puis faire glis- 
ser sur elles la droite mobile (A) : alors cette dernière ne 
pourra prendre (n° 140) cpie les positions Successives 
(A,), (A,),..., qui remplissent déjà la condition de 
s’appuyer sur les trois -directrices : donc la droite mo- 
bile (A) engendrera ainsi l’hyperboloïde ' en question. 
Cette surface admet aussi évidemment un second mode 
de génération, dans lequel la droite (B) glisserait sur 
troip droites quelconque» (A), (A,), (A s ) du premier 
système.' 

151. Réciproquement, lorsqu une droite quelconqueG 
s’appuie constamment sur trois droites fixes B, B', B", 
qui , prises deux à deux . ne sont pas dans un même 
plan, la surface ainsi décrite est toujours un hjrperbo- 
loïde à une nappe ; pourvu cependant que les trois direc- 
trices ne soient point ensemble parallèles à un même 
plan ; car, sans cette dernière restriction qui est véri- 
fiée^ 0 146) par les droites de l’hyperboloïde , la surface 
dégénérerait en un des paraboloïdesdont nous parlerons 
plus tard (n° 176). 

Sous les conditions admises, il sera toujours possible 
de mener, par un point quelconque de l’espace, trois 
axes coordonnés obliques, respectivement parallèles aux 
trois directrices; mais, afin de manifester clairement la 

8 . 
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position d’un point remarquable de la snrfare, nous pla- 
cerons cette origine au centre du parallélipipède con* 
Fie. 14 . strait de la manière suivante. Par la droite B concevons 
un plan BCD parallèle à B", et par B' un plan B EF aussi 
parallèle à B"; ces deux plans, nécessairement distiucts 
d’après les conditions admises ci-dessus, se couperont 
suivant une droite A" évidemment parallèle à B". De 
tuème, par B et B" concevons deux plans BCF euB"HK 
parallèles à B', lesquels se couperont suivant une droite A' 
parallèle à B'; et eutin , par B' et B" imaginons deux plans 
B' El et B.''HF parallèles à B, dont l’intersection sera une 
droite A parallèle à B. Alors, ces six plans formeront 
bien un parallélipipède, au centre duquel nous allons 
placer l’origine des coordonnées , en menant l’axe OX 
parallèle à B, l’axe OY parallèle à B', et OZ parallèle 
à B". 

162. Cela posé , en désignant par ia, aê, 2 y, les lon- 
gueurs de trois arêtes contiguës du parallélipipède pré- 
cédent, les équations des trois directrices seront évi- 
demment 



La génératrice mobile sera représentée par 

(G) x— mz -h p, y = ni -j-q; 

mais il faudra y joindre les conditions qui expriment 
que cette ligne a toujours un point de commun avec (B"), 
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avec(B' ), et aussi avecr(B), ce qui donnera (n° 25), 

(16) (a — p) n 4- (S -f- q) m = o, 

(l 6) a -4- my -y- p = o, 

(17) ê -4- «7 — q = O. 


Les quatre constantes m, n, p se trouvant ainsi liées 
par trois relations, il en reste une seule d’arbitraire, m, 
par exemple; si donc 011 lui attribuait successivement 
diverses valeurs, m—i , a, 5,...., et que l’on Calcu- 
lât les valeurs correspondantes de n, p , q , pour les substi- 
tuer dans (G), on obtiendrait les équations d’autant de 
positions particulières de la génératrice ; mais si , au con- 
traire, on élimine m, n, p, q entre les cinq équations 
précédentes, le résultat fournira entre x,y, z, une rela- 
tion qui conviendra en même temps à toutes les positions 
de la génératrice, et qui sera l’équation du lieu géométri- 
que engendré par cette droite mobile. Or les équa- 
tions (t6), (17) et (G) donnent, en les combinant deux à 
deux , 


■r-t-a — az — yx 

z — y' z — y 


y — Z _ fa 4- yy . 

z-+- y' 1 z-hy 


et ces valeurs substituées dans (1 5), conduiront à 
(18) ayz êzx -f - yxy -+- a&y — o. 


La Surface représentée par cette équation est du second 
degré ; elle admet un centre qui est l’origine O des coor- 
données actuelles, puisque (n° 93) la somme des exposants 
des variables est paire dans chaque terme , comme le 
degré de l’équation. Ensuite, parmi les surfaces douées 
d’un eentre , il n’y a que l’hyperboloïde à une nappe qui 
admette des génératrices rectilignes (n° 142); donc l’é- 
quation (18) représente bien un tel hyperbohride , et les 
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axes coordonnés actuels sont évidemment (n° 1 iS) trois 
arêtes du cône asymptote de cette surface (*). 

153. D’ailleurs, la forme symétrique de l’équation ( 18 ) 
manifeste clairement l’existence du second mode de 
gCFicration fjuc nous avons reconnu dans lliypcrboloïde 
(n° 150). Eu effet, si l’on prend pour directrices de la 
droite mobile G du u° 151 , les trois droites A, A', A", 
qui sont les arêtes opposées à B, B', B", dans le paral- 
léüpipède de la Jig. i 4 , les équations de ces nouvelles 
directrices seront 



,' a ') ; ^ 

w j' 


7 > 

«; 

< 5 , 

7Î 


et alors la génératrice G va décrire lu meme rfuce , 

.puisqu’il suffira évidemment , sans nouveaux calculs, de 

chaugerdans l’équation (t 8 ) «, 6, y en — «, 6 ,— y, 

ce qui n’altère pas cette équation. D’ailleurs les trois 
droites A, A, A ne sont autres que des positions par- 
ticulières de la génératrice G, lorsqu’elle glissait sur B, 
B', B", dans le premier mode; car la ligne A, par exem- 
ple , coupe B et B", et se trouve parallèle à B ; de sorte 
qu elle doit etre regardee comme s’appuyaut sur ces trois 
dernières droites. Donc, lorsqu'on a fait mouvoir une 
droite sur trois directrices ■rectilignes , on pçut prendre 


(*) C’est M. J. Binet qui a lait connaître l’existence du parallélipipide 
remarquable que noua venons d’employer, ainsi que celle de beaucoup 
d’autres qui sonrtussi concentriques avec l’hvperboloûlc {Voyez tC x\i e ca- 
hier du Journal de l'École Pnlytechiin/un.) 
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à. leur tour trois f/uelcotu/ues des positions de ht gène- 
ratrice pour nouvelles directrices , et ch faisant glisser 
sur celles-ci l une des premières directrices , on retrou- 
vera le meme hyperboloïde que dxins le premier mode. 

154. Si 1 on admettait que deux îles directrices B' 
et B sont dans un même plan, la surface se réduirait, 
comme on doit le prévoir aisément, au système de deux 
plans, dont l’un serait celui des deux directrices en ques- 
tion , et dont l'autre passerait par Je point commun à ces 
deux droites et par la troisième directrice. EÜèctiyeiuent, 
dans l’hypothèse a = o, l’équation (18) se décompose 
dans les deux suivantes : 

x — o, 6s yp — o. 

Mais il ue faut pas cherçher à déduire de l’équa- 
tion (18) le cas particulier où les trois directrices se- 
raient parallèles à un même plan ; car alors il eût. été im- 
possible de prendre, comme nous l’avons fait, les trois 
axes coordonnés parallèles, à ces droites. Mous traiterons 
plus tard (n° 179) ce cas, qui est aussi fort intéressant. 
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CHAPITRE VIII. 


Discussion des surfaces dépourvues de centre. 


155. Les surfaces du second degré (fui sont dépourvues 
de centre sont toutes comprises dans l’équation ( 20 ) du 
n° 117 , où les diverses combinaisons de signes des coeffi- 
cients se réduiront toujours aux deux suivantes : 

H _py-fcp» # .__ h Q x< 

En effet, on pourra d’abord rendre positif le premier 
coefficient P', s’il ne l’était pas, en changeant les signes 
de tous les termes de l’équation donnée. Ensuite, quand 
Q sera négatif, il suffira de remplacer x par — x pour 
ramener l’équation à la forme précédente • or, comme 
ce changement équivaut à compter les x positifs dans le 
seus opposé à celui qu’on avait adopté d’abord , on voit 
que le signe de Q ne peut avoir d’influence que sur la po- 
sition de la surface, et non sur sa forme; c’est pourquoi 
nous nous arrêterons au cas où il est positif, et ainsi 
cette classe de surfaces ne présentera que deux genres 
vraiment distincts, appelés le paraboloïde elliptique et 
le paraboloïde hyperbolique , à cause de la nature des 
sections- qu’ils admettent. 

156. Paraboloïde elliptique. L’équation avec les si- 
gnes explicites , est alors de la forme 

(l) P'r’+P'V = Qr. 
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Cette surface ne coupe évidemment les axes qu’à l'ori- 
gine des coordonnées, et la droite OX, intersection des 
plans XY et XZ qui sont ici les seuls principaux (n° 117), 
est l’axe unique et indéfini du paraboloide. Ces mêmes 
plans donnent pour sections principales deux paraboles 
AOA\ BOB', ayant pour équations 

. Q 

z = o et jP = — x, = px, 

X — o et z' — ^x-p'x-, 

et si l’on introduit leurs paramètres p , p\ dans l’équa- 
tion (i),.à la place des coefficients F, P', elle prendra 
cette forme plus symétrique 

( 2 ) j + on pY+pï-PP'x- 

157. Les sections parallèles au'plan YZ, ou perpendi- 
culaires à l’axe du paraboloide , sont représentées par 

(3) x = h et — -+- — ■ = h ; 

PP 

on voit que ce sont toujours des ellipses, telles que 
ABA'B', semblables entre elles, puisque leurs axes, qui 
s’obtiennent en posant tour à tour £ = 0 ,^ = 0 , dans 
l’équation (3), conservent un rapport indépendant de h. 
Ces ellipses s’agrandissent indéfiniment avec h , tant que 
cette quantité est positive ; mais elles deviendraient ima- 
ginaires, si h était négatif : d’où l’on conclut que le para- 
boloïde actuel ne s’étend nullement du côté des x négatifs. 

158. Lorsqu’on a p —p\ les ellipses précédentes (3) 
deviennent évidemment des cercles, dont les centres sont 
situés sur OX, et-dont les plans sont perpendiculaires, à 


Fig. 
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celle droite; par conséquent, le paraboloïde est alors de 
révolution, et peut être engendré par la demi-parabole 
OA ou OB, tournant autour de son axe OX. 

159. Coupons maintenant la surface (a) par un plan 
quelconque 

z mx - 4 - njr 4 - /i ; 

il viendra pour la projection de la courbe, 

( p' -H pn') y* 4- pm'x' 4- ipmnxy 4- . . . . = o. 

Or, comme ici le binôme caractéristique B’ — 4AC se 
trouve égal à — ^pp.m'r il en résulte que- tes section s 
faites dans la surface sont toujours des ellipses ou des 
paraboles: d’ailleurs, ce dernier cas n’arriyo que quand 
m — o , c’est-à-dire quand le plan sécant est parallèle à 
l’axe OX du paraboloïde elliptique. Ainsi , la dénomina- 
tion de la surface rappelle très-exactement les deux genres 
de sections planés qu’elle admet. 

160. Paraooloide hyperbolique. L’équation relative 
à ce genre est, avec les Signes en évidence, 

(4) py-pv=o*. 

La surface ne coupe jes axes coordonnés qu à 1 origine , 
et, comme au n" 156, l'axe, unique et indéfini de ce pa- 
raboloide est la droite OX , intersection des deux plans 
principaux XY et XZ. Les sections faites, par ces plans 
sont x ... 

Q 

’ *=3o et r 1 =' — x — [fie , 

* ( r 

— Q 

y=o et *' = -jpr-x — —P *■ 

Fie. i3. ce sont les detix paraboles AOA' et BOB', dont la seconde 
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ayant un paramètre négatif, tourne sa concavité vers les 
x négatifs. Si l’on introduit les paramètres de ces courbes 
dans l’équation (4), elle prendra la forme symétrique 


( 5 ) 


£ 

p 


■ =r x % OU 


p'y‘—pz- = pp'x. 


qui ne diffère de celle du paraboloïde elliptique que par 
le changement de p en — p'\ et cette relation est fort 
utile pour transporter à l’un les propriétés reconnues 
dans l’autre. 

1G1. Les plans parallèles à YZ, ou perpendiculaires à 
l’axe OX du paraboloïde hyperbolique , couperont cette 
surface suivant des hyperboles représentées par 


( 6 ) 


X 


h 



h. 


Leurs axes qui s’obtiennent en posant tour à tour z — o, 
y= o, dans l’équation (6), conservent entre eux un rap- 
port indépendant de h: ainsi, toutes ces hyperboles sont 
semblables , et elles s’agrandissent indéfiniment avec la 
valeur absolue de h , mais leur position change avec le 
signe de cette quantité. Én effet, pour une valeur posi- 
tive /i=sOO', l’équation (6) montre bien que l’hyper- 
bole (GDH, G' D' H' ) a seul axe réel O'D dirigé parallèle- 
ment à OY, et que son axe imaginaire O'C est vertical; 
tandis que , pour une valeur négative h = OO", l’équa- 
tion (6) donne une hyperbole (geh, gc h) dont l’axe réel 
0"c est vertical, et dont l’axe imaginaire O "d est parallèle 
à OY. 

D'ailleurs, quand on pose h = o dans (6), on voit que 
le plan YZ coupe le paraboloïde suivant deux droites 
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qui sont les asymptotes communes à toutes les hyper- 
boles précédentes projetées sur ce plan YZ. 

162. De là on doit conclure que le paraboloïde hyper- 
bolique est une surface composée d’une seule nappe con- 
tinue, qui s’étend indéfiniment vers les x positifs et vers 
les x négatifs, mais dont la courbure présente une forme 
opposée dans ces deux régions. En outre, cette surfacé 
ne sera jamais de révolution , quand bien même on ju- 
rait p— p ', comme cela est arrivé (n° 138) pour le pre- 
mier paraboloïde; et effectivement, nous allons démon- 
trer que le paraboloïde hyperbolique ne peut admettre 
pour section plane aucutie courbe fermée. 

163. Combinons l’équation (5) avec celle d’un plan 
quelconque 

z = mx -+ - ny h •, 

il viendra, pour la projection de la section, 

(7) ( P' ~,P n ') T 7 — pmV — 2 pmnxy -y . . . . = o. 

Ici la quantité B’ — 4 AC = -ypp m* ; donc, toutes les sec- 
tions planté faites dans la surface qui nous occupe sont 
des Ityperboles ou des paraboles ; et ce dyVnier cas arrive 
seulement quand m = o , c’est-à-dire quand le plats sé- 
cant est parallèle à l'axe OX. C’est la nature de ces sec- 
tions qui a fait nommer cette surface paraboloïde hy- 
perbolique : cependant, parmi les hyperboles, il faut 
comprendre le système de deux droites qui se coupent , et 
parmi les parabolès, le cas d’une seule ligne droite ; car 
ocs variétés se retrouvent dans l’équation ( 7 ), lorsqu'il 
arrive que son premier membre peut se décomposer en 
deux facteurs rationnels, ou bien quand m = u avec 
p — pn* = 0 . 

Dans ce dernier cas, où la section est une droite uni- 
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que. , le plan sécant sc trouve parallèle à l’un des deux 
plans directeurs dont nous parlerons au n° 171. 

164. Propriétés communes aux deux paraboloïdes , 
Chacune de ces surfaces peut être engendrée par une des 
deux paraboles principales, OB par exemple, qui se 
mouvrait parallèlement à elle-même (*), et de manière 
que son sommet glissât constamment sur l 'autre para- 
bole principale OA. 

Considérons d’abord le paraboloïde elliptique où ces Fig. 22. 
deux courbes ont pour équations, 

OA. ...* = o et y' — px , 

OB . .. .y = o et z* — p ’x. 

Lorsque la génératrice mobile OB sera venue dans une 
position quelconque DE, son sommet D, dont je désigne 
les coordonnées par 00' = a, 0'D = ë, se projettera en 
O' sur le plan XZ ; et cette courbe étant dans un plan pa* 

1 allèle à ce dernier, elle conservera en projection le 
même paramètre p\ d’où il suit que la parabole DE aura 
pour équations, 

(8) r=5> (9) ê=p'(x — u). 

D’ailleurs, le sommetD devant toujours se trouver 3Ur 
la directrice OA, il faudra que ses coordonnées x = a, 
z — o, satisfassent aux équations de cette dernière 
courbe, ce qui fournira entre les constantès arbitraires 


(*) On entend par là que deux tangentes ou deux cordes quelconques de 
cette courbe demeurent toujours parallèles à leurs directions primitives , 
ce qui entraîne évidemment le parallélisme du plan de la courbe; mais 
cela exprime en outre que cette courbe ne tourne pas dans son plan mo- 
bile. 
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* et 6 ht relation 

( 10 ) 6 1 = pet. 

Cela posé, si l’on attribuait à te diverses valeurs succes- 
sives- «= 5 , «= 6, . . . . , on déduirait de (10) les valeurs 
correspondantes de 0 , et en substituant ces valeurs si- 
multanées dans (8) et (9), on obtiendrait les équations 
de telle ou telle position déterminée de la .parabole mo- 
bile DE ; mais si , au contraire , on élimine les constantes 
a, o, entre les trois équations (8), (9) et (10), le résultat 
conviendra alors à toutes les 'positions de la génératrice, 
et représentera le lieu géométrique parcouru par cette 
ligne mobile. Or, en tirant de (8) et (9) les valeurs de 
a et 6, pour les substituer dans (10), on trouve 

y'=p v r-, - -1 ou pY +p*'=pp . 

résultat qui coïncide avec l’équation (a) du n° 156 , et 
prouve ainsi que la surface engendrée par le mode in- 
diqué plus haut, est effectivement un paraboloïde ellip- 
tique. % 

a 3. 165 . Quant au paraboloïde hyperbolique dans lequel 

les deux paraboles principales ont pour équations 

OA . .. .z r= o et y 1 — px, 

OB . . . .y — o et z* — — p'x , 

on verra, par des considérations toutes semblables aux 
précédentes, que cette dernière courbe, parvenue dans 
une position quelconque DE , sera représentée par 

>(ii) y—€, (r*) *’ = — p'(x — a). 

Ensuite les constantes arbitraires 00 '=a, 0 'D=ë, 
devant encore vérifier l’équation de la parabole OA y se 


w 
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trouveront aussi liées par la r.elation 


de sorte qu’en raisonnant comme ci-dessus, il faudra éli- 
miner a et 6 entre les équations (il), ( 12 ) et (i3), ce 
qui conduit à 


résultat qui , par son identité avec l'équation (5) du 
n° 160, prouve que le paraboloïde hyperbolique peut 
at^i être engendré par la parabole OB qui se mouvrait 
parallèlement à elle-même , et de manière que son som- 
met glissât constamment sur l'autre parabole princi- 
pale OA . 

106. Tous les plans diamétraux , dans les deux para- 
boloïdes, sont parallèles à l’axe OX de la surface. En 
effet, si l’on recourt à la formule générale (5) du n° 105, 


(t-3) 




pour l'appliquer à l'équation des surfaces dépourvues de 


centre , 


P Y = 


où /> pourra être supposé positif ou négatif, on trouve 

( 1 4) 2 p ’ny i.p»=pp'm , 


équation qui représente un plan évidemment parallèle 


àOX. 


Réciproquement, tout plan qui sera parallèle à OX , 


et représenté par une équation donnée 
05) ’* Ry-K T* = K , 
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sera un plan diamétral du paraboloïde , puisqn’en iden- 
tifiant l’équation (i4) avec (i5), on en déduira pour ;w 
et n des valeurs toujours admissibles 


m 


2 K. R p 

Tp' H 1p' ' 


167. Tous les diamètres des paraboloïdes sont pa- 
rallèles à l’axe de la surface; car ces droites sont 
(b° 104) les intersections de deux plans diamétraux, et 
nous venons de voir que ceux-ci se trouvent toujours pa- 
rallèles à OX. 

Réciproquement, toute droite menée parillèlemei^à 
l’axe d’tm paraboloïde sera un diamètre de cette sur- 
face', puisque deux plans conduits par cette droite seront 
diamétraux (n° 166). 

168. Des génératrices rectilignes. U s’agit d’exa- 
miner si une droite peut être appliquée dans toute sa 
longueur indéfinie sur un paraboloïde ; or, comme la 
forme limitée du paraboloïde elliptique fiait assez prévoir 
qu’il ne saurait jouir de cette propriété , et que d’ailleurs 
il suffira de changer le signe de p' pour appliqùer les ré- 
sultats à ce genre de surface, nous allons effectuer cette 
recherche spécialement sur le paraboloïde hyperbolique, 

dout l’équation avec les signes en évidence , est 

1 • 

(16) p'f—pi'^zpp'x. 


S’il existe une droite située tout entière sur cette sur- 
face, sa projection horizontale sera de la forme 

(*l) y = 

où a et 6 sont deux constantes indéterminées; et le plan 
projetant représenté aussi par cette équatioh ( 17 ). devra 


1 < 


* 
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donner par sa combinaison avec la surface ( 1 6), une in- 
tersection du second degré dont une branche soit recti- 
ligne, et par suite l’autre branche le sera pareillement. 
Or, en éliminant x entre (16) et (17), parce que la projec- 
tion sur le plan YZ est la plus intéressante , on obtient 


(. 8 ) 


% 



py_ 



et pour que cette équation puisse se décomposer en deux 
facteurs du premier degré, il faut que le second membre 
soit un carré parfait , puisque le premier membre en est 
un , ce qui exige que l’on pose 


Pl 

a 1 



d’où 



Cette relation unique entre ë et a laisse arbitraire une 
de ces quantités; par conséquent il existera une infinité 
de droites situées sur la surface, et dont les projections, 
déduites des équations (17) et (18) où l’on aura substitué 
la valeur de ë , seront 

(, 9 ) 

(20) 


La troisième projection se déduirait de celles-ci par l’éli- 
mination de y, et aurait la forme 



169 . Avant d’aller plus loin, observons que ces ré- 
sultats deviendraient imaginaires, si l’on changeait le 

9 


Jt 


4 
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signe «lu paramètre p'\ d’où il résulte que le paraboloïde 
elliptique ri admet aucune génératrice rectiligne. 

170. Quant au paraboloïde livpcrbolique, les diverses 
droites qu’il admet, pour des valeurs successives de l’in- 
déterminée a, ont deux à deux une projection horizon- 
tale commune; mais comme elles se distinguent sur les 
autres plans, on doit les partager en deux systèmes (A) 
et (B), savoir : ® 



1 —#('-£)• 


(A') 


(B') 

(B") 


jr=x'x-h 


4«” 


Z 




Pour mieux apercevoir les positions respectives de ces 
24 . lignes, séparons les trois plans coordonnés, en les trans- 
portant parallèlement à eux-mêmes jusqu’à une certaine 
distance ; et alors on recounaitra que les projections ho- 
rizontales de toutes les génératrices des deux systèmes 
sont des tangentes MT, M’T, . . .à la parabole princi- 
pale y' = px. En efiet, si nous combinons cette dernière 
équation avec ( 19 )» pour avoir les points communs à ces 
lignes, il vient 



résultat qui, étant un carré parfait, annonce que les ab- 
scisses des points de section de MT avec la parabole OA 
sont toutes deux égales, ainsi que les ordonnées qui se 
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déduiraient de ( 19 ) ; par conséquent la droite MT est bien 
tangente à la parabole horizontale OA. 

On s’assurerait d’une manière semblable, que les pro- 
jections des génératrices sur le plau XZ, lesquelles sont 
représentées, pour chaque valeur de a, par la double 
équation ( 21 ), se trouvent des tangentes RS et RV, ... à 
la parabole principale z* — — p'x. 

171. Quant aux projections des génératrices sur le 
planYZ, les secondes équations des groupes (A), (A'), 
(A"), . . . , où les coefficients des variables sont indépen- 
dants de a . , a , . . . , montrent que ces projections sont des 
droites parallèles , NA, N'A', ; donc les plans proje- 

tants sont parallèles entre eux , et par suite , les généra- 
trices dans l’espace se trouvent toutes parallèles à l’un de 
ces plans. Le paraboloïde hyperbolique offre donc celte 
propriété remarquable, que toutes les génératrices du sys- 
tème (A) sont parallèles à un même plan aO'X, qui a 


pour équation 


z = -hjr 



ce plan , ou tout autre de même direction , se nomme le 
plan directeur des droites du système (A). 

Une relation semblable a lieu pour les droites du sys- 
tème (B); car les secondes équations (B), (B'), . . . mon- 
trent que leurs projections sur \Z sont des lignes pa- 
rallèles NB,N'B',...; donc ces génératrices , dansl’espace, 
sont toutes parallèles au plan directeur bO X, déter- 
miné par l’équation 



Observons que les deux plans directeurs se tou peu t 
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loujours suivant l’axe OX du paraboloïde, ou suivant 
une parallèle à cet axe; et ils se trouveraient perpendi- 
culaires entre eux, si l’on avait p=p\ 

472. Deux droites quelconques (A) et (A') d'un menu; 
système ne se trouvent jamais dans un même plan. F.n 
effet, leurs projections sur le plan YZ sont parallèles: 
donc les génératrices en cpiestion ne se coupent pas; 
d’ailleurs elles ne sont point parallèles dans l’espace, 
puisque leurs projections sur XY se coupent nécessaire- 
ment, comme tangentes à une même parabole : donc ces 
deux génératrices tic sont pas dans un même plan. Ainsi 
le paraboloïde hyperbolique , considéré comme le lieu 
des diverses droites (A), (A'), (A"), . . cslune surface 
gauche (n° 1 19), mais qui offre cette circonstance particu- 
lière, que ses génératrices rectilignes sont toutes parallè- 
les à un meme plan aO'X. 

Une conséquence analogue a lieu pour les droites du 
système B, qui ne se trouvent jamais deux à deux dans un 
même plan. 

Fie. 34 . 173. Au contraire, une droite quelconque, du système 

(A) coupe toutes celles de l'autre système. Cela est évi- 
dent pour les génératrices (A) et (B), situées toutes deux 
dans le môme plan vertical MT, et projetées suivant NA 
et NB; mais comparons (A) avec (B'). Leurs projections 
sur YZ se rencontrent en E ; et comme en menant de là 
une parallèle à OX , elle n’ira percer le paraboloïde qu’en 
un seul point D puisque l’équation de cette surface est 
du premier degré ena:, il est certain que le point projeté 
en EetD, est commun aux deux génératrices. D’ailleurs 
l’analyse conduit à la même conséquence ; car, si l’on com- 
bine les quatre équations (A) et (B') du n° 170, on verra 
aisément qu’elles s’accordent à donner une même valeur 
pour y, après l’élimination des variables x et z. 


«r 
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Ou démontrerai l d’une manière semblable, que cha- 
que génératrice (B) coupe toutes celles du système (A). 

174. Or , puisque le mouvement d’une droite est com- 
plètement déterminé par la condition de s’appuyer sur 
trois autres droites fixes (u° 149), il s’ensuit que si l’on 
fait glisser la génératrice (A) sur (B), (B') et (B"), elle 
ne pourra prendre que les positions (A'), (A"),. . . qui 
déjà rencontrent ces directrices, et ainsi elle décrira le 
paraboloïde hyperbolique. Sous ce point de vue, celte 
surface devient un cas particulier de l’hypcrboloïde à 
une nappe (n° 150), puisque ici les trois directrices (B), 
(B'), (B") satisfont (n° 171) à la condition de se trouver 
toutes parallèles à un même plan l>0 \. 

D’ailleurs les mêmes raisonnements font voi r que , si (B) 
glissait sur trois droites du système (A), elle parcourrait 
encore le même paraboloïde; de sorte que ce mode de 
génération est double. 

175. Observons enfin que le mouvement d’une droite 
est aussi complètement réglé, quand on n’assigne que 
deux directrices , avec la condition que la droite mo- 
bile. restera parallèle à un plan donné. En effet, si l’on 
coupe les deux lignes fixes par divers plans parallèles au 
plan directeur, et que l’on joigne par des droites les 
points de section de chaque plan, on obtiendra autant 
de positions de la génératrice. 

D’où il suit que le paraboloïde hyperbolique peut en- 
core être engendré par la droite (A) assujettie à glisser 
seulement sur (B) et (B'), et de plus à rester parallèle 
au plan donné «O' X; car elle ne pourra prendre ainsi 
que les positions (A'), (A"),... qui déjà satisfont à 
ces trois conditions. 

I) ailleurs ce mode de génération, qui est le plus com- 
mode dans la pratique, est aussi double commo le pré- 
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cèdent (n° 174), puisqu’on peut produire le même para- 
boloïde en faisant mouvoir la droite (B) sur (A) et (A'), 
avec la condition qu’elle demeure parallèle au plan di- 
recteur b(y\. 

176. Réciproquement, lorsqu'une droite quelconque 
A glisse sur deux droites fixes B et B' non situés dans 
le même plan, en demeurant parallèle à un plan donné, 
elle engendre toujours un paraboloïde hyperbolique. 

Prenons le plan directeur donné pour le plan coor- 
donné XY, et choisissons le plan XZ parallèle aux deux 
directrices B et B', en laissant arbitraires, du reste, l’ori- 
gine O et les deux axes OY, OZ; alors les directrices 
rapportées à ces axes obliques , seront représentées évi- 
demment par 

(B) y = h, x — ai 4- b, 

(B') y = h’, x — a’ z 4- b'. 

La génératrice qui doit être constamment parallèle au 
plan XY, aura des équations de la forme 

(A) 2 = 7, y — a-c-yZ, 

où les quantités oc, 6, y sont des constantes indétermi- 
nées; mais il faudra y joindre les relations qui expri- 
ment que cette droite mobile rencontre toujours chacune 
des deux directrices , relations que,l’on obtient (n° 26) par 
l’élimination des trois variables x,y,z , entre les équa- 
tions (A) et (B), puis entre (A) et (B'), et qui sont 

( 22 ) h = a (ay -+- 6 ) 4 - 6 , 

(23) h' — a (a 'y 4 - 6 r ) 4 - 6. 

Les trois constantes a, 6, y se trouvant ainsi liées par 
deux équations, une d’entre elles, par exemple a, reste 
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arbitraire ; de sorte que si on lui attribuait diverses va- 
leurs successives a— i , a = 2 ,. . . , on pourrait en dé- 
duire celles de 6 et y, puis, en substituant ces valeurs 
correspondantes dans les équations (A), on obtiendrait 
successivement telle ou telle position déterminée de la 
droite mobile; mais si au contraire on élimine a, 6, y 
entre les quatre équations (22), (a3) et (A), le résultat 
conviendra alors à toutes les positions de cette généra- 
trice , et sera par conséquent l’équation du lieu géométri- 
que parcouru par cette droite. Or, par des soustractions 
évidentes, on élimine aisément S et y, et l’on obtient 

y — h = a (x — az — b), 
y — h' = a (x — a'z — b')\ 

* « 

d’où l’on déduit, en éliminant a, 

(24) yz (a — <*') -hy(b — z ( a'h — ah')- f- x[h' — h) •=. bh' — h'h. 

Cette surface est du second degré, et elle n admet 
point de centre; car le terme x(h’ — h) qui est de de- 
gré impair , ne pourra jamais disparaître (11 0 94) en 
transposant les axes actuels parallèlement à eux-mêmes, 
puisque ce terme, étant le seul qui soit fonction de x, 
conservera toujours le même coefficient donné (h! — h). 
L’équation (24) représente donc un des deux parabo- 
loïdcs ; et c’est évidemment le paraboloïde hyperbolique , 
puisqu’en posant x = o , on obtient une hyperbole, ce 
qui ne saurait convenir (n° 459) à l’autre paraboloïde; 
d’ailleurs ce dernier n’admet pas (n° 169) de génératrice 
rectiligne (*). 


(*) Si Ton supposait h = l’équation (24) se décomposerait en deux 
facteurs du premier degré, icsqucU représentent deux plans tjui se 
coupent. En effet > cotte hypothèse revient à dire que les doux directrices!) 
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477. Si nous n’avions pas voulu offrir au lecteur un 
exercice de calcul propre à servir de guide dans les cas 
généraux , nous aurious pu arrivera un résultat beaucoup 
plus simple, en choisissant les axes coordonnés d’une 
manière encore plus particulière. En effet, en conservant 
le plan directeur donné pour le plan XY, on peut : 
i° choisir l’axe OY de manière qu’il passe par les deux 
points où, ce plan est rencontré par les directrices B et B' ; 
2 ° placer l’origine O au milieu de celte distance (*)$ 
OOnduire le plan XOZ suivant deux droites b et b' me- 
ijéfea par le point O parallèlement à B et B', ce qui dé- 
** terminera la position de l’axe OX •, 4° enfin, diriger 
l’axe OZ de sorte qu’il divise en deux parties égales une 
parallèle à OX tracée dans l’angle bOb' . Avec de tels 
axes obliques , les droites B et B' se projetteront sur le 
plan XZ suivant des lignes passant par l’origine, et elles 
auront évidemment pour équations 


(B) y — -\-h, x = + az, 

(B') y— — h, x = — ai. 


La génératrice aura encore des équations de la forme 
(A) * = 7> y = ax 

mais pour qu’elle s’appuie constamment sur (B) et 


et B' sont situées dans un même plan y = h, ot alors la génératrice mo- 
bile, toujours parallèle au plan XY, ne peut plus prendre que l’un., de 
ces deux mouvements : i° décrire le plnu même des deux droites B et B 
a 0 passer constamment par le point de section do celles-ci , et décrire 
un plan parallèle à XY. 

{*) Il ne faut pas aflirmer qtie celte distance, on cet axe OY, coïnci- 
dera avec lap/uî courte distance des deux directrices, parce que cela sup- 
poserait que le plan directeur donné est perpendiculaire sur le plan pa- 
rallèle ii cos deux droites; ce qni peut ne pas arriver. 


Digitized by Google 




<■ 




DISCUSSION DES SURFACES DÉPOURVUES DE CENTRE. I 3^ 

sur (B'), on trouvera les conditions 
6 = 0 , h — aay ; 

de sorte qu’en éliminant a , ë , y entre les quatre der- 
nières équations, on obtiendra pour la surface demandée, 

(25) ayz=hx, 

résultat qui pouvait se déduire de l’équation (24), en y 
supposant b — o, b'= o , a — — a , h'= — h. 

178. Observons que sous les deux formes (24) et (20), 
les plans XY et XZ sont évidemment les deux plans di- 
recteurs du paraboloïde, auxquels les génératrices des 
deux systèmes sont respectivement parallèles (n° 171); et 
ici leur intersection OX est seulement parallèle à l’axe 
principal de cette surface : aussi quand on pose z — b, 
ou y = k, on trouve pour section une droite unique. 

179. Démontrons encore la réciproque du mode de 
génération indiqué au n° 174, en cherchant l’équation de 
la surface engendrée par une droite mobile A assujettie 
à glisser constamment sur trois droites fixes B, B', B", 
qui sont toutes trois parallèles à un même plan : on 
sous-entend d’ailleurs que deux quelconques de ces 
droites ne sont pas dans un même plan, parce que l’hy- 
pothèse contraire ne conduirait qu’à trouver le système 
de deux plans dont la position est facile à prévoir d’a- 
vance (n° 154). 

Prenons le plan XY parallèle aux trois directrices B , 
B', B", et la première de ces droites pour l’axe OX : di- 
rigeons l’axe OY parallèlement à B', et enfin par le 
point arbitraire O, où se coupent ces axes, menons-en 
un troisième OZ qui rencontre à la fois les trois direct 
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l ri ccs ; alors ces lignes auront pour équations 


(B).. 

■ y~o, 

Z = 0 , 

(»') 

x = 0 , z — h. 

(B") 

y — ax y 

Z =5 k. 


La génératrice sera représentée par 

(A) x = az -hy, y — Gz -y S -, 

mais pour (ju’elle rencontre chacune des directrices, il 
faudra (n° 2. r i) y joindre les conditions 

S — o, ah + y — o, -y S — a (aX -f- 7), 

et en raisonnant comme au n° 176, il s’agira d’éliminer 
a, ë, y, â, entre ces cinq équations. Si d’abord on substi- 
tue les valeurs des trois dernières quantités dans les équa- 
tions (A), il viendra pour une position quelconque de la 
génératrice , 

, , ,, — h) 

(26) x = a{z — h), y = — ’-i ; 

puis enfin, éliminant a, on obtiendra pour le lieu géo- 
métrique cherché , 

(27) hyz -f- a [h — X) xz — h/y. 

Or, dans cette équation du second degré, le poly- 
nôme D (n° 9o) qui sert de dénominateur aux coordon- 
nées du centre , se trouve évidemment nul ; ainsi la sur- 
face ne peut être qu’un des deux paraboloïdes , ou bien un 
cylindre (n° 96). Mais, cette dernière hypothèse étant 
manifestement incompatible avec la direction des géné- 
ratrices qui ne sont point parallèles entre elles , il demeure 
certain que la surface (27) est un paraboloïdc hyperbo- 
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lique , puisque l’autre paraboloïde n’admet pas (n° 109) 
de génératrice rectiligne. 

180. En outre, il est aisé de reconnaître que les posi- 
tions (A), (A'), (A"),. . . de la génératrice se trouvent 
aussi, comme cela doit arriver dans un paraboloïde, 
toutes parallèles à un même plan. En effet, ces di- 
verses positions sont représentées par les équations (26), 
dans lesquelles on attribuerait à a. des valeurs arbitraires 
et successives a, a", a",... : or, si on élimine entre elles 
la variable z, pour obtenir la projection de la généra- 
trice sur le plan XY, on trouve » 


r =î2pü>+di), 


et puisqu’ici le coefficient de x est indépendant de a, il 
s’ensuit que sur XY les projections de toutes les généra- 
trices sont parallèles entre elles; d’où il résulte que, dans 
l’espace, toutes ces génératrices sont parallèles au plan 
représenté par l’équation 


y = 


a (k — h) 
— — -x 


181 . Observons enfin que dans les deux modes de gé- 
nération employés n os 176 et 179, les directrices prises 
deux à deux, comme (B) et (B'), ou (B') et (B"), se 
trouvent coupées en parties proportionnelles par les po- 
sitions successives (A), (A'), (A"),. ... de la génératrice. 
En effet, ces dernières droites étant toutes parallèles à un 
certain plan, on peut mener par chacune d’elles un plan 
parallèle à ce plan directeur, et l’on sait que trois plans 
parallèles divisent toujours deux droites quelconques en 
parties proportionnelles. Cette propriété sert à construire 
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très-simplement un modèle en relief du paraboloïdc hy- 
perbolique, en employant un quadrilatère gauche , dont 
on divise les côtés opposés en un même nombre de par- 
ties égales, réunies par des fils : voyez la Géométrie rlcs- 
criptive, n°* et îiüti. 
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THÉORÈMES SUR LA SIMILITUDE DES COURBES, etc. llj' 


CHAPITRE IX. 


Théorèmes divers sur la similitude des courbes et des 
surfaces quelconques ; sur les sections parallèles 
dans les surfaces du second ordre , etc. 


182. Similitude des courbes. Deux courbes d’un de- 
gré quelconque, situées dans le même plan (ou dans des 
plans parallèles), sont dites semblables et sembla- 
blement placées , lorsque, après avoir pris dans la pre- 
mière un point arbitraire O , et mené divers rayons vec- 
teurs OM , ON , . . . , on peut trouver dans la deuxième Fie. a5. 
courbe un point O' tel que les rayons vecteurs O'M', 

O' N',. . . tracés parallèlement aux autres et dirigés dans 
le même sens, aient avec ceux-là un rapport constant; ,•» 
c’est-à-dire qu’on doit avoir 

O'M' O'N' 

OM ~ ON ' 

Lorsque ces conditions se trouvent remplies pour deux 
centres de similitude O et O', il en existe une infinité 
d’autres. En effet, prenons un point I arbitraire, et ti- 
rons parallèlement à 01, la droite OT sur laquelle nous 
porterons une longueur telle que 

OT _ 

“ÔT- X; 

alors on démontrera aisément par des triantes sembla- 
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blcs, que les rayons vecteurs IM et I'M', IN etl'N',. . . 
sont respectivement parallèles et ont entre eux le rap- 
port k : par conséquent les points I et I' seront encore 
deux centres de similitude correspondants. 

183. Il est bon d’observer que, dans les courbes sem- 
blables fie forme et de position , les tangentes aux extré- 
mités de deux rayons vecteurs homologues OM et O'M', 
sont toujours parallèles entre elles. En effet, les trian- 
gles OMN et O'M' N', évidemment semblables, prouvent 
que les sécantes MN et M'N' sont parallèles; or, comme 
cette relation continuera de subsister à mesure que les 
rayons ON et O'N' formeront avec les droites fixes OM 
et O'M', des angles plus petits, mais toujours égaux entre 
eux, il s’ensuit que quand ces angles deviendront nuis 
ensemble, alors les sécantes, réduites à des tangentes, se 
trouveront encore parallèles. 

184. Si les rayons vecteurs qui sont proportionnels 
n’étaient pas respectivement parallèles, mais du moins 
formaient des angles égaux avec deux droites fixes OX 
cl O'X', de direction différente, les courbes seraient sem- 
blables de forme seulement, et non de position. Alors, 
pour rétablir la similitude sous les deux rapports, il suffi- 
rait évidemment de faire tourner la seconde courbe au- 
tour de O', d’une quantité angulaire marquée par l’angle 
compris entre les droites OX et O'X'. 

Enfin, si, après cette rotation, on transportait la se- 
conde courbe parallèlement à elle-même, de manière à 
faire coïncider le point O' avec O, les deux courbes sem- 
blables deviendraient concentriques j quant à leur centre 
de similitude. 

183. Pour exprimer analytiquement les conditions de 
la similitude déformé et de position, représentons par 

(l) F$,jr) = 0, (2) F'(j 7 ', x')= °> 
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les équations (les deux courbes rapportées aux mêmes axes 
quelconques OX, OY ; alors, en adoptant pour centre de Fie. a!>. 
similitude de la première courbe l’origine O des coor- 
données, il devra exister dans la seconde un centre cor- 
respondant O', dont nous désignerons les coordonnées 
inconnues par a, ê. Or les triangles semblables MOP et 
M'O'P' montrent qu’on exprimera complètement la pro- 
portionnalité et le parallélisme des rayons OM et O'M', 
en posant les deux conditions 


ou bien 

(3) 

dans lesquelles k est une constante inconnue, mais essen- 
tiellement positive ,• à moins qu’on ne voulût admettre 
une similitude inverse , dans laquelle les rayons vecteurs 
proportionnels auraient des directions précisément con- 
traires ; car, dans ce cas, les numérateurs des fractions (3) 
et (4) devraient être remplacés par a — x' et 6 — y', ce 
qui reviendrait à supposer k négatif. 

Cela posé, puisque les coordonnées des deux courbes 
semblables (i) et ( 2 ) doivent avoir entre elles les rela- 
tions (3) et (4), si l’on tire de ces dernières les valeurs 
de x et y, pour les substituer dans (x), le résultat 



devra se trouver identique avec l’équation ( 2 ); car l’une 
et l’autre expriment une relation entre les coordonnées 
de la seconde courbe rapportée aux mêmes axes. Il faudra 
donc, dans chaque exemple, ordonner et identifier les 


O'P' 


OP 


= k 


et 


M'P' 

MP 


= *, 


k, 


(4) 


y '— e 


k, 
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équations (a) et (5); puis, voir si l’on peut satisfaire aux 
conditions qu’amènera cette opération , par des valeurs 
réelles et finies des constantes inconnues a, ë et k. Tou- 
tefois la dernière de ces quantités peut être imaginaire, 
sans que la similitude cesse d’exister sous le rapport ana- 
lytique, ainsi que nous le verrons plus loin, dans les hy- 
perboles conjuguées (n° 190). 

186. Appliquons cette marche à deux eourbes du se- 
cond degré , représentées par 

(6) A/ 1 -+- Bxy + O’ -|- Dy -t- Ex -4- F = o , 

(?) À'/' 1 + BV/' -4- CV -j- D'/' -+- EV -h F' = o. 

En substituant dans la première , pour x et y , leurs va- 
leurs tirées des relations (3) et (4) , il vient 

(8) A/’ -I- Bx'/ + Gr ,, -t-/' (DA— 2 A6— Ba) +*' (EA — ?.Ca — B6) 
-f-(A6» + Ca 1 + Baê — AD6 — AEa -+- FA 1 ) = o, 

équation qui , devant être identique avec (7) , exige que 
l’on ait les cinq relations 


(9) 

(") 

(12) 

(.3) 


A B A _ C 

A' B' ’ A' ~ C" 

A DA — 2A6 — Ba 

J7= » 

A EA' — 2Ca — Bê 

Â T== Ë' ’ 

A A6 1 -4- Ca’ -4- BaS — AD6 — AEa -+- FA J 
_ _ _ 


mais comme il y entre trois inconnues a , 6 et k , les con - 
ditions de similitude , proprement dites, seront au nom- 
bre de deux, qui s'obtiendront par l’élimination des in- 
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connues ; et d’après l'ordre adopté ci-dessus, ce sont les 
équations (g) et(io). Les trois autres serviront à déter- 
miner a, 6 et k, c’est-à-dire le centre et le rapport de si- 
militude, comme nous l’expliquerons bientôt. 

187. Il résulte des conditions (g) et ( 10 ) que deux cour- 
bes du second degré sont semblables et semblablement 
placées, quand les coefficients des trois termes du second 
ordre j sont respectivement proportionnels dans les lieux 
équations ; et comme en posant 


A B C 

V B 7 C 7 ’ 


il eu résulte 


B J — 4AC = A , (B'* — 4 A< C'), 

on voit que ces binômes caractéristiques se trouveront de 
même signe , c’est-à-dire que les deux courbes semblables 
seront toujours du même genre. 

D’ailleurs, si l’on conçoit la courbe (6) rapportée à ses 
diamètres principaux , on aura évidemment 


B = o, D=ro, E = o ; 


* 


et pour que la seconde soit semblable , il faudra admettre 
que 



ce qui exprime évidemment que les deux axes de celle-ci 
sont parallèles à ceux de la première, et que les uns 
sont proportionnels aux autres. 

188. Dans le cas de deux paraboles, si l’on conçoit la 
première rapportée à son axe principal et à son sommet, 
ou aura dans (6) 

B = o, C = o, D = o, F = o, 

îo 


i 
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et pour satisfaire aux conditions ( 9 ) et (xo) , il faudra ad- 
mettre que 

. B' = o, C' = o, 

ce qui indique que l’axe de la seconde parabole est paral- 
lèle à celui de la première, mais ne fait rien connaître sur 
A 

la valeur du rapport D’ou il suit que deux paraboles 

dont les axes se trouvent parallèles, sont toujours sem- 
blables de forme et de position, quels que soient leurs 
paramètres . 

Il en résulte aussi que deux paraboles quelconques sont 
toujours semblables, du moins quant à la forme, puis- 
qu’on peut (n° 184) faire tourner l’une de manière à 
rendre les axes parallèles entre eux. 

189. Revenons maintenant aux équations ( 6 ) et (jj, 
relatives à des axes quelconques, et en supposant rem- 
plies les conditions (g) et (xo), calculons les inconnues 
oc, ë, k. Si , pour simplifier, on pose 

. _ A _ B _ C_ 

A' B' C' ’ 

• n«: • »/i*» . . , . , 

les équations (î i), ( 12 ), (i3) deviendront 

(14) ?.A« 4 - Ba = DX — D 'h, 

(15) aCa -f- B6 = EX — E'A, 

A6 1 4- Ca 2 4- Ba§ — D€A — EaA F 'h — F/ % 

dont la dernière, combinée avec les autres, peut être 

remplacée par la suivante qui est du premier degré 

en a, 6 : 

( 1 6 ) e (DA 4 - D 7<) 4 - « (EX- 4 - E'A) = a(FA 2 — F 'A). 
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Alors on tire de (x 4 ) et (i 5) les valeurs 


(<7) « 
(• 8 ) « 


B (DX — D'A) — aA(E k — F '.'h) 
B 1 — 4AC 

B (EX — E'A) — aC (DX — D'A) 
B 3 — 4AC 


puis, en substituant dans ( i fi) , on obtient, après quel- 
ques réductions, une équation du second degré à deux 
termes, qui donne 


(>9) 


X — 



a F'(B^-4A'C' , l -E'(B'D'-îA'E') -D'(B'E' — aC'D') 
aF(B*-4AC ) — E (BD - uAE ) — D ( BE — aCD )’ 


Cette valeur unique, puisque (n° 185) on doit prendre 
positivement , ne fournira , dans les expressions de a. et £, 
qu’un centre unique qui corresponde à l’origine O des 
coordonnées, adoptée pour centre de similitude de la pre- 
mière courbe ; mais pour que a et £ soient réels , il fau- 
dra en général que k soit aussi réel, condition qui ne 
dépendra point de la quantité numérique h, toujours po- 
sitive, si l’on a eu soin de rendre tels les coefficients 
A' et À. 

190. Toutefois , observons que le rapport de simili- 
tude k pourrait être imaginaire, et a , £ réels , si dans les 
expressions (i 7 ) et(i 8 ) le coefficient de A se trouvaitnul : 
et pour faire comprendre comment , dans un pareil cas , 
les conditions analytiques de la similitude continuent 
d’être remplies, nous citerons l’exemple de deux hyper- 
boles conjuguées, représentées par 


a’y* — b 1 j? -4- fl’A’ = o, 
d'y 1 * — i’x' 1 — a 7 b 7 = o. 

On trouvera ici 


a = o , 5=o, X- = y — 1 , 
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cc qui indique que les deux centres de similitude coïnci- 
dent avec le centre de figure commun aux deux courbes. 
Or, si de ce point ou mène deux rayons vecteurs paral- 
lèles , terminés respectivement aux deux hyperboles, on 
verra que l’un est imaginaire quand l’autre est réel, et 
réciproquement ; mais en calculant leurs expressions ana- 
lytiques , on trouvera qu’elles sont de la forme 

r — V' ± P\ r' = v/ qzp’, 

de sorte qu’il sera vrai de dire que leur rapport est con- 
stant et égal à ^ — i . 

191 . Les diverses sections parallèles faites dans une 
même surface du second ordre, sont des courbes sem- 
blables de forme et. de position. Considérons d’abord les 
surfaces douées d’un centre , et combinons leur équation 
générale 

(20) P-r» + P y 4- p V = H 

avec celle d’un plan quelconque 

^2lj z — a .t, 4 by — ( — S. 

En éliminant 2, la courbe d’intersection , projetée sur le 
plan XY, sera représentée par 

(22) (P 4 - PV)x» 4- (P' 4- P "b*)y* 4 - 2P "abxy 
4- 2P "aüx 4 - 2P "biy 4 - P"<P — H = o ; 

et pour obtenir la section faite par un autre plan 
z = ax 4- by 4- S', 

parallèle au plan (21), il suffirait évidemment de rempla- 
cer S par à', dans l’équation (22). Or ce changement 
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n'altérant pas du tout les coefficients dés termes du second 
degré qui sont ici indépendants de d, il s’ensuit que les 
conditions ( 9 ) et ( 10 ) du n° 186 se trouveront bien véri- 
fiées; et par conséquent ( jig. a5) les projections MN . . . Fig. a5. 
et M'N'. . . des deux sections parallèles seront semblables 
de forme et de position. J’ajoute qu’il en est de même 
de ces courbes dans l’espace ; car si , par les rayons vec- 
teurs parallèles OM et O'M', ON et O'N', . . . , on mène 
des plans verticaux , ils couperont évidemment les plans 
des deux sections suivant des droites parallèles deux à 
deux j et que je désigne par om et o'm, on et o'n, . . . En 
outre , il est facile de voir que l’on aura entre ces droites 
et leurs projections les relations suivantes (n° 67) 

OM == om . cos a , ON = on . cos ê, . . . , 

O'M' = o'm'. cos a , O'N' = o'n'.cos 6 , ... ; 

mais comme la similitude des deux courbes MN ... et 
M'N'. . . donnait les rapports égaux 

OM _ ON _ __ L 

O'M' — O'N' - — ’ 

on conclura des égalités précédentes la nouvelle suite de 
rapports égaux 

om on . 

o'm' o'n' • • ■ • > 

ce qui démontre bien la similitude de forme et de posi- 
tion , pour les courbes mn. . . et m'n . . . situées dans l’es- 
pace. 

192. Pour trouver le lieu des centres de toutes les sec- 
tions parallèles au plan(ai), observons que le centred’une 
courbe dans l’espace se projette toujours sur le centre de 
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la projection. Or, celui de la courbe ( 22 ) sera donné, 
comme pour une surface du second degré (Vr^95) , en éga- 
lant à zéro les dérivées relatives à x et à y, c’est-à-dire 
par les équations simultanées 

(23) (P -4- P"a s )x -f- P ' aby 4- P"</J = o, 

(24) (P' -t- P "b 2 )y 4 - P "abx 4- P "bS = o ; 

puis , en y joignant l’équation 

( 21 ) z = ax 4- bjr 4- 3 

du plan sécant, dans lequel doit être évidemment situé 
le centre cherché, on pourrait calculer les trois coordon- 
nées du centre de la section qui , dans l’espace , répond à 
une valeur donnée de â. Mais si , au contraire , on élimine 
cette constante, variable d’une section à une autre , entre 
les équations ( 21 ), (23) et (24) , on obtiendra le lieu de 
tous les centres des sections parallèles ; or, en tirant de 
( 21 ) la valeur de â pour la substituer dans (23) et (24), on 
trouve 

(25) P-r 4- P "az = o, 

(26) . P'/ 4 - P"6 ï = o, 

c’est-à-dire une droite passant par l’origine des coordon- 
nées, qui est ici le centre de la surface ( 20 ) : donc le lieu 
des centres de toutes les sections parallèles est un dia- 
mètre de la surface. 

193. Il est bon d’observer que ce diamètre est conju- 
gué avec celui des plans sécants qui passe par le centre 
de la surface. En effet, les équations précédentes revien- 
nent à 


P "a P "b 
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et l’équation du plan diamétral conjugué avec cë diamè- 
tre , étant en général (n° 105 ) de la forme 

d<l' d<t> 


d<b 

m h n h — 

dx dy dz 


tdle deviendra pour la surface (20) , 

P mx -+■ P ’ny -H P"z =0; 


puis , par la substitution des valeurs précédentes de m et 
de n , elle se réduira à 

z = ax H- by, 

qui représente bien un plan parallèle à celui de l’équa- 
tion (ai). 

194 . Lorsque le plan sécant (21) a une direction pro- 
pre à donner des sections paraboliques , on pourrait se de- 
mander comment les centres de ces courbes se trouveront 
sur le diamètre ( 25 ) et (26) ; mais si l’on cherche la con- 
dition nécessaire pour que l’équation (22) représente une 
parabole , on verra qu’elle rend en même temps ce dia- 
mètre parallèle au plan sécant, de sorte que leur rencon- 
tre, qui aurait dû donner le centre delà courbe, n’a ef- 
fectivement lieu qu’à l’infini. 

195 . Quant aux surfaces dépourvues de centre, qui 
sont toutes deux comprises dans l’équation 

(27) p'f + pz\ — pp'x, 

la section faite par un plan quelconque 

(28) x = by - 4 - cz 4- S, 

aura pour projection sur le plan YZ, 

(29) p'y‘ 4 - pi‘ — PP'by — pp'cz — pp S = o ; 
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et puisqu'on faisant varier â seulement , les coefficients 
des termes du second ordre ne changent fas , on en con- 
clura , comme au n° 191 , que les sections parallèles sont 
dans l’espace, semblables et semblablement placées. 

196. Le centre de la courbe ( 29 ) sera déterminé par 
les dérivées de son équation, égalées à zéro, savoir 

(30) 2 y — pb — o , 

(31) 2 Z — p'c = o ; 

et le centre de la section dans l’espace s’obtiendrait en 
joignant à celle-ci l’équation du plan sécant 5 mais puis- 
qu’il faudrait (n° 192) éliminer entre elles la constante d 
pour avoir la ligne des centres , il s’ensuit que cette ligne 
est déterminée par les équations (3o) et (3 1 ) , qui se trou- 
vent ici indépendantes de à. Or, comme ces équations 
représentent une droite parallèle à l’axe OX du parabo- 
loïde , on doit en conclure que le lieu des centres des sec- 
tions parallèles est encore un diamètre de la surface , 
d’après ce que nous avons prouvé au n° 167 sur les dia- 
mètres des paraboloïdes. 

197. On verra aisément qu’ici le diamètre, lieu des 
centres, a son plan diamétral conjugué situé à une dis- 
tance infinie , et que ce diamètre disparait lui-même lors- 
que le plan sécant a une direction propre à donner des 
sections paraboliques. En effet, pour obtenir de telles 
courbes , il faudrait (n os 159 et 1 63) rendre le plan sécant 
( 28 ) parallèle à l’gxe OX , ce qui s’effectuera en posant 



et ensuite a = o ; mais comme cela revient à faire b — ce 
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et c = oo , on voit qu’alors le diamètre représenté par les 
équations (3o) tît (3i) s’éloigne tout entier à l’infini. 

198. On peut déduire de ce qui précède, un mode de 
génération commun à toutes les surfaces du second degré, 
et qui en fournit la définition la plus propre à se prêter 
aux constructions graphiques de la Géométrie descriptive. 
Concevons que dans une ellipse AUDE , on ait tracé un Fie. 26. 
diamètre quelconque AD, et l’une de ses cordes conju- 
guées BE : puis que , dans un plan passant par cette corde 
et incliné d’une quantité arbitraire sur le premier, on ait 
construit une seconde ellipse BCE ayant pour diamètres 
con jugués la corde BE et une ligne quelconque 2OC; alors, 
si l’on fait mouvoir cette dernière ellipse parallèlement à 
elle-même , de manière que son centre O parcoure la 
droite AD, et que, ses diamètres conservant un rapport 
constant j le premier devienne successivement égal aux 
diverses cordes B'E', B"E",. . ., on engendrera une sur- 
face qui sera évidemment un ellipsoïde , puisqu’elle sera 
le lieu de sections parallèles , semblables entre elles , et 
ayant leurs centres sur le diamètre AD , lequel sera con- 
jugué avec le plan mené par le centre O", parallèlement 
à l’ellipse mobile. 

Si, d’ailleurs, on veut confirmer cette conséquence 
par un calcul direct, on imaginera trois, axes coordonnés 
obliques, menés par le centre O", parallèlement à OA, 

OB, OC; l’ellipse directrice sera représentée alors par 
les équations 



et l’ellipse variable par 

r* z 1 
x — a > TT, + ~T 


1 


a 
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mais pour qu’elle ait un point commun avec la pre- 
mière, et que ses diamètres conservent un rapport con- 
stant , il faudra y joindre les relations 



c' = k.b ', 


alors, en éliminant de ces quatre équations les con- 
stantes variables a, b', c, on arrivera aisément à 

x 1 y 1 z‘ 

a 1 b 1 X’û 1 

199. Pour obtenir, par ce mode de génération, les 
deux hyperboloïdes , il suffirait de remplacer l’ellipse 
directrice ABDE par une hyperbole dont Al) fût un dia- 
mètre imaginaire, ou bien un diamètre réel. Quant au 
paraboloïde elliptique, il faudrait prendre pour direc- 
trice une parabole; et si en même temps on substituait à 
la génératrice BCE une hyperbole dont BE fût le dia- 
mètre réel, on obtiendrait le paraboloïde hyperbolique. 
Seulement il faut observer, dans ce dernier cas, que l’hy- 
perbole mobile arrivée en A se réduirait à ses asymptotes, 
et qu’au delà, la corde BE = 2 Û' devenant imaginaire, 
l’hyperbole se renverserait. En effet, ses diamètres ib' 
et ic' y' — i devant conserver un rapport constant , le se- 
cond deviendra a c' quand le premier se changera en 
2 V \j — i : ces circonstances sont d’ailleurs conformes à 
la nature du paraboloïde hyperbolique. (Voyez la Géo- 
métrie descriptive } n° 89.) 

200. Similitude des surfaces. Deux surfaces d’un 
degré quelconque sont dites semblables de forme et de 
position , lorsque, après avoir mené dans la première 
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divers rayons vecteurs partant tous d’un même point 
arbitraire, on peut trouver dans la seconde un point 
tel que les rayons vecteurs de cette surface, dirigés paral- 
lèlement aux premiers et dans le même sens , aient avec 
ceux-là un rapport constant. 

D’après cela, si les surfaces rapportées aux mêmes 
axes coordonnés sont représentées par 

F(ar,/, z) = o, F'(ar', y', z') = o, 

et si l’on désigne par (a, o , y ) le centre de similitude 
qui, dans la seconde surface, correspond à l’origine des 
coordonnées prise pour centre de la première , on verra 
aisément, comme au n° 183, que les conditions du pa- 
rallélisme et de la proportionnalité des rayons vecteurs 
sont exprimées analytiquement par les relations 



de sorte qu’en tirant de là les valeurs de x,y, z , pour 
les substituer dans F (x,j, z) = o, le résultat devra 
pouvoir être identifié avec F' z') — o. 

201 . Si l’on applique cette marche à deux surfaces du 
second degré , représentées par 

(33) Ax’-+-A , ,r , -t-A'V-(-B.rz -nB'w-i-B'jy-t-Cr-t-C'j'-t-C'z +E = o, 

(34) aor’ -i-a'jr'-t- a "z' ~t- byc -+- h'xs -+- b "xjr -+- ex -+- c'y -+- c"z •+• r = o, 

on trouvera, pour établir l’identité comme au n° 186, 
neuf équations dont ]es*cinq premières , savoir, 

A A/ A" B B' B" 

l>i5 ' a a' ~~~ a" b b' V ri 

seront indépendantes des inconnues a, 6, y, k, et par 


Digitized by Google 


CHAPITRE IX. 


»56 

conséquent exprimeront les véritables conditions de la 
similitude ; les quatre dernières serviront à déterminer 
ces inconnues, quand les conditions (35) seront remplies. 

202. On prouvera aisément, comme au n° 187, que 
les relations (35) expriment que les deux surfaces (33) 
et (34) ont leurs axes principaux respectivement pa- 
rallèles et proportionnels. Il en résulte évidemment 
que deux diamètres menés dans ces surfaces sous la même 
direction, auront leurs plans diamétraux conjugués pa- 
rallèles l’un à l’autre. 

203. Quand les deux surfaces (33) et (34) satisfont 
aux conditions de similitude (35), et qu’elles se cou- 
pent, la ligne d' intersection est toujours plane. En effet, 
si l’on pose 



et (pion multiplie l’équation (34) par h, pour la re- 
trancher de (33), il restera 

(C — c/i) x -|- (C' — c'h)y -+- (C" — c" h) z -+- E — eh = o ; 

équation d’un plan qui , combinée avec une des deux 
proposées, devra donner tous les points communs aux 
deux surfaces : mais si ce plan ne les rencontre pas, l’in- 
tersection sera imaginaire. 

On peut d’ailleurs observer que le plan de la courbe 
de section se trouve parallèle au plan diamétral qui, 
dans l’une ou l’autre surface , est conjugué avec la droite 
menée par les deux centres ; et* pour s’en convaincre 
plus aisément, on supposera que les axes coordonnés 
sont choisis parallèles aux axes principaux, ce qui ne 
change rien à la situation relative des surfaces. 

Fig. 27 . 204. Lorsque deux surfaces d’un ordre quelconque 
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sont semblables de forme et de position, et que leurs 
centres de similitude coïncident en O, si on les coupe 
par deux plans parallèles MNP, M'N'P', dont les dis- 
tances au point O soient dans le rapport i : k des rayons 
vecteurs homologues , les sections ainsi obtenues seront 
nécessairement des courbes semblables. En effet, les 
rayons OM, ON, OP, . . . menés aux différents points 
de la section faite par le premier plan , sont rencontrés 
par le second en des points qui donnent évidemment 
les relations 

OM _ ON^ ___ i 
OM' ON' V 

et par conséquent les points M', N', P', . . . . sont bien 
sur la deuxième surface. D’ailleurs , en projetant ces 
rayons parallèlement à une droite quelconque Ow 6), on 
aura aussi entre les projections , les rapports 

mM wN _ i 

w'M' 6i'N' k' 

donc les deux sections sont semblables , et leurs centres 
de similitude sont en co et co'. 

205. Supposons en outre que les surfaces en question 
soient du second degré , que O se trouve leur centre de 
figure, et que la droite arbitraire Om'u soit le diamètre 
conjugué avec le plan diamétral parallèle aux plans 
sécants: les points co et co' deviendront (n° 193) les cen- 
tres de figure des deux sections. Mais le plan MNP cou- 
pera la seconde surface suivant une courbe mnp sem- 
blable avec M'N'P' (n° 191), et par conséquent semblable 
avec MNP, et dont le centre sera en co. D’où il résulte 
que deux surfaces du second ordre. , concentriques et 
semblables de forme et de position , sont coupées par un 


■ i.-r 


* 
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inèuie plan quelconque suivant des courbes semblables , 
semblablement placées et concentriques. 

Cette proposition s’applique avec avantage dans plu- 
sieurs questions de Géométrie desrriptive, et entre 
autres à l’hyperboloïde comparé avec le cône asymptote 
qui lui est semblable (n° 138); on en conclut que, pour 
trouver le centre et l'espèce de la section que produira 
dans la première surface un plan sécant donné, il suffit 
de chercher le centre et l’espèce de la section produite 
par le meme plan dans le cône asymptote , ce qui oflre 
une construction facile, et quelquefois la seule prati- 
cable. 

206. On s’appuie souvent aussi , dans la Géométrie 
descriptive, sur une propriété des surfaces du second 
ordre qui ne suppose nullement leur similitude, et dont 
voici l’énoncé. 

Lorsque deux surfaces quelconques de cet ordre se cou- 
pent suivant une courbe plane, laquelle est par consé- 
quent du second degré, il existe en général une autre 
ligne d’intersection, puisque la combinaison des équa- 
tions des deux surfaces conduirait à un résultat du qua- 
trième degré : or , cette seconde section est également 
plane ; et c’est ce qu’on exprime en disant que , quand la 
courbe d’emtrée est plane , la courbe de sortie V est 
pareillement. 

Pour justifier cette assertion , il ne suffirait pas de dire 
que l’équation finale du quatrième degré résultant de 
l’élimination d’une des variables, devra, dans l’hypo- 
thèse admise, se décomposer en -deux facteurs dont un 
appartienne à la courbe d’entrée, et dont l’autre soit par 
conséquent aussi du second degré r car cela prouverait 
seulement que la courbe de sortie se projette suivant une 
ligne du second ordre, mais ne ferait rien connaître de 
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certain sur la nature de la section dans l’espace. Conce- 
vons donc les deux surfaces rapportées à trois plans coor- 
donnés, dont un, par exemple le plan XY, soit celui de 
la courbe d’entrée commune aux deux surfaces (*); et 
dans cette hypothèse, représentons leurs équations par 

(36) Ai-’ -t- Ay-t-A"** B'xi+BV+Cr +C!r+C’«+E = o, 

(37) u’ -I- a'y' -t- «***-*- byz -h Vxz -f- b"xy +ct + c'y + =«. 

Il devra exister alors, entre les coefficients , certaines re- 
lations provenant de ce que les deux surfaces ont une 
courbe commune située dans le plan XY ; en eifet , si 
l’on pose z — o, il faudra que les deux équations 

Ax 3 4- A'j 1 4- B“xy 4 - Cx 4- C'y 4- E = o, 
ax* -}- a '/ 3 4 - b"xy - 4 - cx -f- c'y -y e = o, 

soient identiques, et par conséquent les coefficients de 
l’une ne devront différer de ceux de l’autre , que par un 
certain facteur commun A; ainsi on aura nécessairement 
les conditions 

(38) A =a\, A ' = «'*, B" = é">, C = cl, C ' = c'\, E = e\. 

Cela posé, pour obtenir l’intersection complète des 
deux surfaces (36) et ( 37 ), combinons leurs équations, 
en multipliant la seconde par i et la retranchant de la 
première ; il restera , en ayant égard aux relations (38), 

(3q) (A"— a"\)z>- +- (B — b\)yz 4- (B 3 — b'\)xz + (C"— <Tk)z =0. 

1 

Cette équation représente une nouvelle surface qui con- 
tient encore tous les points communs aux proposées, et 


(*î Cette démonstration , remarquable par sa simplicité et sa rigueur, 
est due à M. Binai, ainsi que la remarque du n” 3£O0 . 
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qui, combinée avec l'une d'elles, fera connaître les di- 
verses branches de l’ intersection cherchée. Or l’équa- 
tiou ( 39 ) se décompose en ces deux-ci 

1 = 0, 

(4o) (A" — a" X)z -H (B — b\)y -+- (B' — b ’\) x -+- (C" — c" X) = o, 

dont la première fera retomber sur la courbe d’entrée; 
tandis que la seconde, qui représente évidemment un 
plau, ne pourra donner par sa combinaison avec (36) 
qu’une courbe de sortie plane. 

207. Toutefois il peut arriver que cette seconde sec- 
tion n’existe pas; car, si les coefficients des trois variables 
dans l’équation (4o) étaient nuis ensemble, ce plan se 
trouverait tout entier à une distance infinie, et l’on ren- 
trerait dans le cas du n” 203, puisque les surfaces satisfe- 
raient évidemment aux conditions de la similitude. 
D’ailleurs, sans admettre ces hypothèses très -particu- 
lières, s’il arrive que le plan (4o) ne rencontre pas la 
surface (36), la courbe de sortie sera imaginaire; mais 
toutes les fois qu elle existera , elle sera plane. 

208. Il est un cas particulier qui offre une circonstance; 
remarquable : c’est celui où l’équation (4o) se réduirait 
d 'elle -même à 

(A" — fl"X)z = o ou z = o, :: 

ce qui ferait coïncider la courbe de sortie avec la courbe 
d’entrée. Alors il ne faut pas croire que les deux surfaces 
proposées se coupent suivant une seule branche plane, 
comme cela arrivait dans le cas de la similitude (n° 203) ; 
mais, à cause des deux racines égales qu’admet 1 équa- 
tion (3p) réduite ici à z * = o, on doit dire qu’il y a deux 
branches d’intersection réunies ensemble, et qu’ainsi les 
surfaces sont tangentes entre elles tout le long de cette 
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courbe commune. Dans ce cas, les deux surfaces sont dites 
circonscrites rime à P autre le long de la courbe située 
dans le plan XY, comme un cylindre ou un cône est cir- 
conscrit à une sphère le long d’un cercle. 

209. Observons enfin que quand deux surfaces quel- 
conques du second ordre ont un' plan principal de com- 
mun, quelle que soit d’ailleurs la position des axes prin- 
cipaux, la ligne d'intersection est toujours projetée sur 
ce plan principal suivant une courbe du second degré. 

En cfict, si l’on conçoit les deux surfaces rapportées 
à trois plans coordonnés rectangulaires, dont un, par 
exemple le plan XZ, coïncide avec le plan principal qui 
est commun aysc deux surfaces, leurs équations ne de- 
vront alors renfermer (n° 101 ) aucune puissance impaire 
de la variable y , et seront de la -forme 

Ax* + A'y -t- A'V + ft'.az -f- Cx + C"z + E = o , 
ax * -t- a' y* -f- a" z 1 -f- b’vcz + ci + c"z+ c — 05 

de sorte que si on les retranche, après les avoir multi- 
pliées respectivêment par a'- et A', la coordonnée y se 
trouvera éliminée, et il restera une équation du second 
degré Jtourla projection de iliifaersection sur le plan XZ. 

Cette refnarque peut servir dans Y Épura relative à l’in- 
tersection de deux surfaces de révolution dont les axes 
se rencontrent -, puisque alors toàt plan méridien est né- 
cessairement un plan principal, et que celui qui passe 
par les dtrü«"âxes, est évidemment commun aux debx sur- 
fâtes prcfpo$es. ‘ . 


* 
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CHAPITRE X. 

Des Sections circulaires dans les .surfaces du second 
ordre. 


'* 210. Il s’agit d’examiner si toutes lfes surffieés du se- 
cond ordre peuvent être cotjpées suivant des cercles, par 
des plans convenablement inclinés; et conrtmc, dans ces 
surfaces, les sections parallèles entré elles sont toujours 
semblables j il suffira de clidrchier parmi tous les plans 
menés par un même point, le centffe ou le sommet, quels 
sont ceux qui donnent des sections circulaires. 

211, Les surfaces douées d’un centre sont représen- 
tées par l’équation générale 

(1) ' Px 1 -f- py P"* ! = 4- H, 

où nous supposerons toujours *jue H a été rendu positif, 
et qu’il existe entre les coefficients defc Variables, les rela- 
tions de grandeur 

(2) . P>P'>P". 

Lorsque’ eps relations qui n’escluenl pas V égalité, et où 
nous tenons compte des signes de P, P', P", ne seront 
pas vérifiées par l’équation donnée, il-suffira d’y rempla- 
cer x par jy ou par z , pour retomber sur l’hypothèse ac- 
tuelle : et comme d’ailleurs un, au moins, de ces coeffi- 
cients doit être positif, ce sera P qui remplira toujours 
cette condition ; de sorte que l'es longueurs absolues des 
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axes ou diamètres principaux, seront données par les 
équations 


/ai ' H , H . . , H 
(3) "p = ° » j p = ± p? = 


: c\ 


212. Çela posé, si nous menons par le centre, qui est 
ici l’origine des coordonnées, un plan quelconque, et que 
uous voulions obtenir la section même , et non pas seule- 
ment sa projection , il faudra récourir aux formules éta- 
blies n 0 *85 , «avoir, 

x = x' cog y -t- y' cos 0 .sin y , 
y = x'siny — . y' cos ®.cos y, 
z = /' sin 0 , 


où les coordonnées x', y', sont parallèles aux deux axes 
rectangulaires QX', OY', situés dans le plan sécant 
(Jig- iâ), et dans lesquelles (? désigne l’inclinaison de ce 
plan sécant sur le plan XI , et f l’angle que forme sa trace 
avec l’axe OX. En substituant donc dans (a.), et suppri- 
mant lès accents , il vient 


(. 4 ) 


p< 

-HP': 


1 x 3 -H 2 P cos y sin y cos 0 

xy-HPcos % 0 sin’y 

b — aP'cosysinycosO 

-H P'cOs’0cos’y 


-HF'sin’fi 


y=s. 


Pour que cette équation en coordonnées rectangulaires 
représente un cercle , il faut et il suffit que le rectangle 
des variables disparaisse , et que les carrés aient des coef- 
ficienîs égaux -, on doit donc Satisfaire aux conditions 

•. a * j ? 1 * 

(5) . (P — P') sm y cos y oos 0:e= o, 

(6) Pcos’ ®-|-P'sin ! <pi£= eps* ^(Psln’ <p -+-P' cos' y) -f- F' sin 1 0 . 
Or, comme P et P 7 sont -en gooëral iBë^rrux, on ne peut 

i ij- 


* 
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vérifier la première (fùo de trois manières : 


siu ÿ — o , cos f = o , ou cos 0 — o. 


L’hvpothèsc siu <f — o, réduit l’équation (6) à 


P = P' cos ! 0 4- P " sin’ 0 


P' P " tang’ 0 

i tang 1 0 ’ 


d’où l’on déduira la .valeur de lang 0, quq nous emploie- 
rons de préférence au sinus , parce que les résultats seront 
plus symétriques et plus simples à discuter : puis, en opé- 
rant de même pour les deux autres hypothèses , on obtien- 
dra les trois systèmes de valeurs qui suivent : 


P' — P 


(7) 

sin <p = 0 avec 

tangO _± y/ p _p„. 



, /P — P' 

( 8 ) 

Ct>S 0 — 'O 

tangO =± y pr^p,, . 

( 9 ) 

cos 8 — 0 

/P —P" 

. tang f = ± y p,-— jp. 

Dans 

le premier système 

, le plan sécant passerait par 


l’axe QX ; dans le second, qui se déduit du premier eu 
changeant P eu P', le plan passe par OY ; et enfin il passe 
par OZdans le troisième système , qui se déduit du second 
en y changeant P' en P". 

D’ailleurs, si nous négligeons, dans l'équation (5), la 
solution fournie par l’hypothèse particulière P — P' = o, 
c’est qu’elle conduirait évidemment dans (6) au même ré- 
sultat que les formules ( y) et (8) quand on y pose P = P'. 

213. Maintenant, la discussion des valeurs obtenues 
pour les angles 0 et <f, devient bien facile par les con- 
ditions ( 2 ) admises précédemment; car on \oit tout de 
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suite que les formules (7) et (9) spnt nécessairement ima- 
ginaires, quand Pi P', P", sont inégaux, et qu elles ne 
donnent rien de -plus que les formules (8), lorsque quel- 
ques-uns de ces coefficients sont égaux entre eux. 11 -m J, 
reste donc , pour déterminer un plan sécant propre À 
donner des sections circulaires, que les valeurs 



lesquelles montrent que ce plan doit passer par l'axe OY, 
et qu’il peut' avoir deitx positions symétriques, repré- 
sentées par la double équation 

(10) ■ tangfl =±: jr 

mais il importe d’examiner quel est, dans chaque surface 
dbù^e d’un Centre, celui 'des diamètres priiïcîpaux qui 
côïneiclé avec l’axe' OY par lequel doit passer le plan sé- 
cant. ' * 

■‘ 244 -* Ellhps6Ïimï. loi- 'les trois coefficients P, ,P‘, P", 
sent tous positifs , et'la condition admise 

P»> P' > ■ revient à a <.i <l 

de sorte que.le diauvèti^principal-2/> qui coïncide avec OY , 
est Faxeitïtjj^n d« 1 ellipsoïde; d’ailleurs l’inclinaison dû 
plan sécant devient 

tang 9 

• v ’ ‘ * V ~ . 

0 

quantité facile. à. construire ; mais il vaudra mieux déter- 
miner graoKicptettient ïa trace du plan sécant sur l’ellipse 


jA,-« b ' 

a \ b‘ — c’’ 
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qui à pour axes an et 2 c, et l’on verra bien qu’il suffit de 
chercher dans cette courbe un diamètre oui soit égal à 2 b.' 

245. Lorsque l’ellipsoïde est de révolution, on ne peut 
admettre, d’après la relation (2), que les cgalités'sui— 
vantes : 

• P = P', d’où a = è, 
ou bien P' = P", d’où i — c; 

dans l’une et l’autre hypothèse, les deux valeurs de 0 se 
réduisent à une seule, 0 = o ou 0 = 90", ce qui annonce 
que le plan sécant n’est plus susceptible que d’une position 
unique, dans laquelle il passe par les deux axes égaux. 

216. Enfin, si l’on avait P = P' = P", la formulé (8) 
donnerait pour 0 une valeur indéterminée, et eu outre il 
en serait de même de l’angle <f , car alors les équations 
(5) et (6) se trouvent vérifiées identiquement. Dans ce 
cas, tout plan sécant quelconque donnera donc une se«- 
tion circulaire^ et en effet, la. surface (1) devient alors 
une sphère. 

217. HvrERBOioïnE à une nappe. Pour cette surface , 
un seul des coefficients est négatif, et ce doit être P " d’a- 
près la relation (2) ; d’ailleurs celle même relation, com- 
binée avec les équations (3), entraîne la condition a <ib , 
sans rien faire connaître sur la grandeur absolue de c. 
D’oà il résulte qué le diarrtètre principal ib Jmr lequel 
passe le plan sécant qili donne des sections circulaires, se 
trouve ici le plus grand des deux ax‘sS réels ; mais il 
peut être plus grand oikplus petit que 2 c. La position du 
plan sécant se déterminera graphiquement comme au 

n° 214. 

218. Pour rendre f’hypèrboloïde à hâppe de révolu- 
tion, il faut admettre' que lés deux coefficients de même 
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signe, P et P', sont égaux ; et alors la formule (8) don- 
nant 0 — o, montre que le pltfn sécant tr admet plus 
qu’une direction unique, où il passe parles deux axes 
égaux. *' 

219. Hyperboloïde à deux nappes. Ici il faut supposer 
négatifs deux des coefficients , et ce sont nécessairement 
P' et P", d’après la relation ( 2 ). Cette relation, donne- 
aussi 

H. H . . 

d °" b>C ' 

sans qu’il en résulte aucune condition sur la grandeur du 
seul axe réel 2 a \ par conséquent le diamètre principal ib 
par lequel passe le plan sécant, est ici le plus grand des 
deux axes imaginaires. 

A'ia vérité, le plan sécant déterminé par la formule (8), 
et mené par le centre de Khyperboloïde actuel , ne donfae- 
rârt qu’un cercle imaginaire , puisque l’équation (4) de- 
viendrait ici 

— PV — PV = H: 

-, J e. 1 

cela tient à ae que le plan sécant sô trouve placé 'dans 
l’intervalle qui sépare losdeUx nappes ile d’hyperboüfùde ; 
mais en înenpntujt plan parallèle à cefâidiret assfc*. éloigné 
du 'Centre , on obtiendrait urietâection réelle et circulaire , 
puisqu’elle satisferait, du moins analytiquement, aux 
conditions de la similitude -avec la premièreseetion . 

220. Ici , il ne peut y avùir égalité qu’entre les deux 
coéffio&Gnts négatifs- -B' -et P et comme cette hypfttlhèse 
introduite dans la-formule ^S), donne 0 = qd°, il s’ensuit 
que le plan sécant n’est pfus snsoeptdWe que d ; ufie -direc- 
tion unique , dans laquelle il passe- par les- deux axes 
imaginaires b et c - qui sont égaux. La surface est alors de 
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révolution autour (le laxe réel a ; et la grandeur de celui-ci , 
ou dp P, ne modifie jamais les conséquences précédentes. 

221 . Il résulte de cette discussion que , pour les surfa- 
ces douées d’un centre , il n’y a que deux directions dans 
lesquelles un plan sécant mené par le centre puisse cou- 
per là surface suivant un cercle. Ces deux directions sont 
perpendiculaires à un même plan principal; et tous 
les plans parallèles à l’une ou à l'autre de ces directions 
fournissent deux séries de sections circulaires, dont les 
centres sont sur deux diamètres qui, d’après le n° 193 , 
sc trouvent nécessairement dans le plat) principal dont 
nous venons de parler. 

Dans l’ellipsoïde, ces plans sécants passent toujours 
par l'axa moyen , ou lui sont parallèles. 

Dans l’hyperboloïde à une nappe, ils passent toujours 
par le plus grand des deux axes régis , ou bien lui sont 
parallèles. 

pans l’hyperboloïde à deux nappes , ces [dans sécants 
sont tous parallèles au plus grand des deux axes ima- 
ginaires. 

Enfin, les deux séries de sections circulai reé se rédui- 
sent à une seule, quand la surface est de réyolutiôu. 

222. Lesqonséquences et W formules trouvées n° 'SIS’, 
s'appliquent à un.cdne quelconque du. deuxième degré» 
puisqu'il suffirait , pour obtenir cette surface , de poser 
H = o dans f équation ( 1 ) , et (pie les valeurs de -6 et de p 
sont indépendantes de H., C’est pour cela que , dans, un 
cône oblique à hase circulaire ELU)-, il existe , outré les 

a8. section* parallèles à la be^c d’autree "sections nommées 
anti-parallèles , qui sont égalemoat circulaires , comme 
on le démontre en Géométrie (*)^ il est facile alors de re- 

as * Vr“» ■ ■ * 

(*) Voyez la GcNptki ic deser ij tiver* r»° 747. 9 
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trouver graphiquement les plans principaux et' la direc- 
tion des axes de ce cône, quoique les longueurs de ces 
axes soient nulles (138). En elFet, la droite OI, sur la- 
quelle sont les centres d’une série de sections circulai /-es, 
est un diamètre de la surface qui , d’après le n° 221 , dôit 
se trouver dans un plan principal perpendiculaire- aU cer- 
cle DE; donc ce plan principal s’obtiendra en le faisant 
passer par OI et par la perpendiculaire OP abaissée sur la 
base. Cela posé, le plan principal POI coupe le cône 
suivant deux arêtes OD, OE, et la droite QA, qui divise 
en deux parties égales l’angle de ces arêtes, est nécessai- 
rement un des axes principaux de la surface; d l où il suit 
que le plan OA1Î , mené à angle droit sur POl , est le 
second plan principal, et le troisième devra être mené 
par le centre O perpendiculairement aux deux premiers. 
D'ailleurs, les intersections de -ces' trois fdâiis fourniront 
les axes principaux de la surface conique. 

223. Examinons maintenant s’il existe des sections 
circulaires dans les paraboloïdeé, représentés l’un et l’au- 
tre par l’équation • • -a 

(”) ... py+p*'—pp'x, ■ . 

• ' y . - • * • " * » 

’> 1 ' . . * * '■ ! . * 

pourvu qu’op . y suppose pi négatif quand il s’agira du pa- 

raboloïde hyperbolique. Si noqs jnenonij le plan sécant 
par l’origine des coordonnées , qui. çsl ici le sommet du la 
surfape , la section rapportée à des axes rectangulaires 
situés dans sqn plan , sera donnée par la substitution, 
dans l’équation (n), des formules déjà employées, 

x = x' cos -t -y' cos 0:sio y, 
y = x' sinif — y' coS9 cosç, 
zxxy'ÙnQ', -, 
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et il viendra 

( * *) p'tW'f.x* -ip ' Si n ? C08 ? CM 9 . xy -+- ( p ' cob* $ cob* ? -+ si ir* 0) y' 

-tSj:-t-Tr = o. 

Poûr que cette équation, représente lui cercle, on .sait 
qu elle doit satisfaire aux deux conditions 

(t$J p' sin ÿ cos <j> cos 0 = o , 

(*4) />'sia , ÿ = />'cos’8cos , (p-t-/>sin , 0. 

Or, la première serait vérifiée, par l’hypothèse sin f = o, 
mais cette. valeur doit être rejetée, parce qu’en rendant 
égaux lès coeificients de x 1 et dejy* dans l’équation (12), 
elle les réduirait à ^éro, et la sectjon ne serait plus un 
cercle- . ‘ y> ■ 

Il reste donc les deux systèmes de valeurs- suivantes , 

(r 5 ) cos;p.=r o avec sinS==zt 

* * *■ # J * 

(16) cos 8=o- sin Ÿ =± 

224 . Cela posé , dans le paraboloïde elliptique , p et 
P son* de même si^ne : ainsi les systèmes (ï5) et (18) 
sont tOus deux réels; mais comme il jaut de jdtis qu’un 
sitlUs soit moindre que i unité , un seul de ecs systèmes 
sera 'admissible. Si donc on a p on devra adopter 
cds? — o , et le plan sécant passera par Taxe O Y ; il pourra 
d’ailleurs recevoir deux di rcct irm s rejirésen tées pàr 


z = x tang8 =r± x 
et par consé<}uent tous les plaHS parallèles à l’une ou à 


\Z> 


p—p 
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l'autre de ces directions fourniront deux séries de sec- 
tions circulaires. 

Si, au contraire, p^>p, il faudra adopter cos 0=o; 
de sorte que le plan sécant passera par Taxe OZ, et sera 
susceptible de deux direotiotis « 


auxquelles correspondront encore deux séries de sections 
circulaires produites par des plans parallèles à ceux qùe 
représente cette équation. " _ 

On doit remarquer que /dans tous les cas /les plans 
des cercles seront perpendiculaires a la parabole princi- 
pale , dont le paramètre est le plus petit.' 

225. Dans le caç -particulier où pz=p, le paraboloïdé 
elliptique est de révolution , et les deux systèmes (t5) 
et ( 1 6 ) s'accordent à donner 

. v.' • f = 9 O 0 avec 9=j=go u ; 

ainsi il _u y ti plus alors qu’une seukt série de sec tipps' cir- 
cula ires, dont lessplans soùt tous perpendiculaires tà 
t ’ax*.:de ■ révolu titan. OX . „ . ", », 

226. Quant au- paraboloïdé hyppi’liolKpie^ lécoeflb- 
cieftt p est négatif: ainsi les deux -systèmes (i5) et (rép- 
étant l’un-et i’antre Imaginaires^ cette surface ne peut 
être coupée suivant un sentie par aucun plan ; et l’ira 
pouvait prévoir cette, conséquence, en 6e rappelant 
(n" 163) , que dans ee paraboloïdé, les sections planes ne 
sont jamais.des courbes fermées. 

Toutefois, on pourrait regarder comme un cercle d’un 
rayon infini, la section rectiligne fournie par l’hypo- 
thèse <p = o, que nous avons exclue de l’équation <*3)i 


y = x\smgifi 


V5 
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car alors 1 équation (i4) donne 

« tangO =± 

■ : ■ . f 

valeur qui sera réelle quand p' sera négatif , et qui.-réduit 
l’équation ( 12 ) au premier degré. 

227. Les deux séries de sections circulaires qui existent 
dans toute surface du second ordre , à l’exception du para- 
boloïde hyperbolique, présentent entre elles une relation 
bien remarquable (*) : c’est que deux cercles quelconques, 
appartenant à des séries différentes , sont, toujours situés 
29 - sur une meme sphère. Soient en effet , AE et B.E deux 
cercles non parallèles, qui devint se trouver (n° 221) 
perpendiculaires à un mètne pial) principal, peuvent 
être représentés simplement par leurs .projections sur ee 
plan. En élevant par h) centre 1 une perpendiculaire IC 
au cercle AE, et cherchant sur cette droite un point C 
également éloigné de E' et de E, on aura le centre, d’une 
sphère qui passera par la circonférence AE et* par le 
point E. Cela posé, cette splière ayant avec la surface 
du second degré .une courbe plane AE de commune , ne 
pbnpra la cotqier de nouveâll (n v 206). 'que suivant • une 
cottrbe plane passant par E > et qui séria hécossairenYont 
un cercle, puisqu'elle sc trouvefa anssi sur la sphère. 
Cette oourbe de sortie devra donc. coïncider, avec une des 
deux sections circulaires F/BV-E À’, qui seules peuvent 
passer par E' sur la surface (lu secçusd 'ordre ; mais il fâût 
évidemment. rejeter la circonférence E A' parallèfce à RA, 
parce que , dans une sphère , deüx cercles parallèles' au- 
raient toujours leurs centres sur un même diamètre pèr- 


(*) ClUe proposition est '«lue à M Hachette. 
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pendiculaire à leurs plans, etqu’ici le diamètre 101' étant 
conjugué avec les cordes AE, A'E', ne saurait les couper 
à angle droit , à moins que la Surface ne soit de révolu- 
tion, auquel eas lès cereles A'E' et B'E' coïncident l’un 
avec l'autre. Il est donc certain que la circonférence B'E' 
sera toujours la courbe de sortie, et qu'ainsi elle est située 
sur une même sphère avec le cercle AE. 



* 
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CHAPITRE XL 

Des plans diamétraux conjugués obliques. 


22S. Dans les surfaces douées d’un centre, et qui, 
rapportées à leurs plans principaux, sont représentées 
par 

(1) Px’ + P'/ + PV= H, 

nous avons remarqué que ces plans rectangulaires étaient 
conjugués entre eux , c’est-à-dire que chacun coupait en 
deux parties égales tes cordes qui sont parallèles à F in- 
tersection des deux autres ; mais comme il existe (n° 106) 
une infinité de plans diamétraux obliques à leurs cordes , 
on doit prévoir que, parmi tous Ces plans, il y en aura 
qui, pris trois à trois, formeront aussi un système de 
Fig. 3o. plans conjugués. Pour les obtenir, je mène par le point O 
un plan diamétral 

( 2 ) Rx 4 - Sr -+- Ta = o , 


de direction arbitraire, pourvu qu’il coupe la surface 
suivant une courbe à centre ABD. Je cherche le dia- 
mètre OZ' qui est conjugué avec ce plan, et pour cela 
j’identifie l’équation ( 2 ) avec celle d’un plan diamétral 


c’est-à-dire ici 

(3) 


rf4> 

ni h n 

ax 


d<b 

d X 



mPx + nV'y -+• P"z = o , 


’H 


t 
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ce -qui nte donne. les relations **. • 

mP _ nP' _ P" 

iT ~ s = T* 

. • ■ \ ■*' .• *' ». 

d’où je tirerai pour in et n des valeurs qui détermineront 
le diamètre QZ' par les équations 

( 4 ) , x — mz i y. — n». • 

Cela posé, lés plans qui seront conjugués avec ABD de- 
vront évidemment passer, d’après leur définition » paF fa 
ligne OZ' -, et ils couperont le plan ABD suivant deux 
droites inconnues OX', OY', telles .que si je les prends 
arvéc OZ' pour axés coordonnés obliques, l’équationde la 
surface né renfermera que des puissances paires des trois 
variables (n° 102), et se présentera sous la forme 

(5) A'V’ = K;' 
mais si alors ou^pqsait.x' = o, le résultat 

Ax ,J -4-A>' J = K 

... .i > • * * # t • * • 

serait l'équation de la section ABD rapportée aux axes 
inconnus OX', O Y'. Or, par sa forme elle prouve que ces 
axé» doivent être deux diàmètres conjugués quelconques 
de la courbe ABD-, d’où il- suit qiï’en traçant à volonté 
deux diamètres de ce genre, on déterminera trois plans 
X'QY', X’OZ', Y / OZ i , qui seront côrtjugüés date' la sur- 
face. (Le nombre -des systèmes qui aurofit de comTnuns le 
diamètié OZ' et le planr ABD sera infini, 'et les mêmes 
conséquences'-se reproduiront pour les diverses positions 
que l’on voudra ddnner à ce premier plah. 

229. On doit observér, i° que quand le plan diamé- 
tral ABD sera perpendiculaire à un des plans principaux 
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de la .surface , le diamètre conjugué OZ sera nécessaire- 
ment dans ce plan principal; cela résulte évidemment de 
la forme que prennent alors les équations (3) et (4); 
2 0 qu’eu laissant quelconque la <lirectiou du plaq ABD, 
les deqx autres plans u/qn jugués avec lui pourront passer 
par les axes principaux, ;dç celte section, ct.dlors, parmi 
les trois diamètres conjugués OX', OY', OZ', les deux 
premiers seulement -seront perpendiculaires entre eux; 
3° si l’on choisit pour le plan ABP nue des trois sections 
principales de la surface, le. diamètre correspondant OZ' 
deviendra nécessairement un aie principal, et les deux 
ahgl es Z’OX', Z'OY' seront droits^,' tandis que te troi- 
sième, XOY', pourra être quelconquè. Mais on peut 
affirmer que jamais les trois diamètres ne seront à la fois 
perpendiculaires, chacun sur les deux autres, qu’autant 
qu’ils coïncideront avec‘'le système des axes principaux , 
lequel est unique (n° 1 18) tant que la surface n’est pas de 
révolution. 

230. Dans l’hyperboloïdc à une-uappe, le premier 
plan diamétral ABD pourrait se trouver dirigé parallèle- 
ment aux sections paraboliques, et alors la courbe ABD 
se. réduirait^ deux droites ; mais un pareil plan ne pour- 
rait servir à former un. système de plans conjugués , caf le 
diamètre OZ', qui lui correspondrait, serait (n° 194-) si- 
tué lui-même dans le plan sécant ABD. 

Quant à Phyperboloïdc à deux nappes., le plan ABD 
mené par le centre pourrait donner une section i origi- 
naire ; mais aloreil suffirait évidemment de prendre OXé 
et OY' parallèles à deux diamètres conjugués d’unc‘ sec- 
tion réelle, faite par un plan, .parallèle à ABD; car en po- 
sant dans l’équation (5), g' = h au lieu de z' — o, les 
mêmes raisonnements sont applicables. 

231 . D’après les relations trouvées n°‘ 228 et. 229, 


?» 

• r * 

.i * 
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entre! trois diamètres conjugués, on peut facilement 
étendre aux surfaces du second ordre les' propriétés con- 
nues dont jouissent les carrés et les parallélogrammes 
construits sur les diamètres conjugués des courbes de cet 
ordre. 

Soient OX, OY, OZ, les directions des, axes priuci- ^ 
paux a, b, c d’une surface du second degré , ces axes pou- bis. 
vant être tous réels , ou quelques-uns imaginaires ; la sur- 
face sera représentée par l’équation 



et aussi par 



'il I) u ■' • • ’ . 

si on la rapporte à trois diamètres conjugués quelconques, 
OX' = «', O Y' — b', OZ '=c'. 

Cela posé (*), §i nous substituons à ce dernier système 
les trois diamètres 

OX" = «", OY "=b", OZ' = c', 

dont les deux premiers soient conjugués entre eux dans le 
plan X'OY', et dont l’un , a - y soit l’intersection de ce plan 
avec XOY, nous obtiendrons un second système de trois 
diamètres conjugués dans la surface (n° 228 ); mais les 
diamètres a ' et b ', a et b", appartenant à la même 
courbe, savoir, la section de la surface par le plan X'OY', 
auront entre, eux la relation connue 

( 6 ) 


(*) Cette démonstration est de M. J. Binet. (Voyez Correspondance sur 
V École Polytechnique , vol. Il , pape 7g.) 
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et l’on doit remarquer que le plan Y"OZ contiendra 
(n° 229) l’axe OZ, puisque le diamètre OX" est dans le 
plan principal XOY. Maintenant, nous continuerons d’a- 
voir trois droites conjuguées, si, en gardant OX" = a", 
nous remplaçons les autres h" et c\ par deux nouveaux 
diamètres conjugués -situés dans le même plan Z'OY r ", 
et dont l’un, OY" == h”, soit Pinterseetion de ce plan 
avec XOY ; mais alors a" et h * se trouvant tons denX dans 
le plan principal XOY. le conjugué de b'" devra (n° 229) 
coïncide!- avec l’axe principal OZ = e; de sorte que ce 
troisième système 

OX" = a", OY" — b", OZ = c, 

avant avec le précédent un diamètre commun, donnera, 
entre les autres qui appartiennent à la même courbe, dans 
le plan Z'OY" ou ZOY", la relation 

( 7 ) B*'' -4- c” c\ 

Enfin , si nèus comparons ce troisième sÿfctèmq avec celui 
des axes principaux , 

OX = fl, OY =b, OZ = c , 

1 • . - : ; fi: • i> /A Jijpb 

il y aura un diamètre commun, et les autres se trouvant 
conjugués deux à deux dans la section faite par le 
plan XOY, fourniront la relation 

( 8 ) «*’* -4- b m, = a t + b t i 

de sorte qu’en ajoutant membre à membre les équa- 
tions ( 6 ), ( 7 ) et ( 8 ), il viendra 

(9) + 

.. , , ; ' ÿ. •-!» j.. « 

résiütat qui démontre «pie dans une surface du second 
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ordre , la tomme des carrés de trois diamètres conjugués 
quelconques est constante , et égale à la somme des 
carrés des trois axes principaux. Toutefois , quand un ou 
deux des axes seront imaginaires, il y aura évidemment, 
parmi les trois diamètres conjugués, un même nombre de 
diamètres qui seront imaginaires, et il faudra changer le 
signe du carré de ces axes et de ces diamètres dans l’équa- 
tiori C 9 ). , 4 . . ... . ;■ . . . . r; 

232. On peut démontrer, par les mêmes considéra- 
tions , que le volume du parallèlipiphde construit sur 
trois diamètres conjugués est égal au volume de celui 
qui serait construit sur les trois axes principaux. Em- 
ployons en effet la même succession de diamètres que ci- 
dessus, et en désignant chaque parallélipipède par ses 
trois arêtes, nous aurons d’abord 

vol. («', b \c') = vol. («", b ", c'); 

car ces deux corps ont la même hauteur, et des bases équi- 
valentes , qui sont les parallélogrammes construits sur. les 
deux systèmes de diamètres conjugués a' et b', a" et b", 
lesquels appartiennent à la même courbe située dans le 
plan X'OY'. Par des raisons semblables , on trouvera que 

vol. (a ", b", c') = vol. (a ", b ”, c) = vol. {a, b, c ) 4 
d’où l’on conclura 

... : ■ . • ■ I ■ . t t ' '. 

vol. («/, b 1 , c') = vol. c). 

On verra, au chapitre des plans tangents, que les pa- 
rallélipipèdes ainsi formés sont tous circonscrits à la sur- 
face du second ordre. • ‘ 

233. Quant aux surfaces dépourvues de centre, et 
comprises dans l’équation à coordonnées rectangulaires 

(to) p'y 1 -+• pz* = pp'x, 

13 . 
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la formule générale du plan diamétral devenant ici 

(11) J.p 'ny -+- ?.pz — pp ’m , 

montre que tous les plans de ce genre sont parallèles à 
l’axe OX; et par suite leurs intersectious mutuelles, que 
l’on nomme les diamètres de la surface, étant des droites 
parallèles entre elles, ne peuvent servir à former un sys- 
tème d’axes coordonnés : ou bien , trois plans diamétraux 
choisis comme on voudra, ne peuvent jamais être conju- 
gués entre eux (n° 102). Mais si l’on veut trôuver trois 
plans coordonnés obliques analogues à ceux de l’équa- 
tion (io), c’est-à-dire dont deux soient diamétraux , et 
tels que chacun de ceux-ci soit conjugué avec les cordes 
parallèles à l’intersection des deux autres, on se donnera 
à volonté un premier plan diamétral de la forme 

(12) ' Rr + Szrr'T, ’ 

.. # » • * Pt» i-,*! /ij*' * v y: • 

Fig. 3i. lequel coupera nécessairement la surface suivant une pa- 
rabole AO' B; puis, en identifiant les équations (n) 
et (ia), on calculera les constantes m et n qui déter- 
minent la direction des cordes conjuguées avec AO' B. 
Cela posé, en menant par un point arbitraire O' un 
axe O' Z' parallèle à ces cordes, les deux autres plans 
cherchés devront passer par O'Z' et couper le plan AO'B 
suivant deux lignes inconnues O'X', O' Y', telles que l’é- 
quation de la surface rapportée à ces axes ne renferme 
pas de puissances impaires de y ni de z , ou bien qu’elle 
ait la forme ! 

P'y''-h PV’ = Qx'; 

or, si l’on y pose z' = o, on trouve pour la courbe AO' B, 

py> = Qx', 
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équation dont la forme prouve que les deux axes inconnus 
OX' et OY' doivent être formés par un diamètre de la 
parabole AO'B, et par la tangente correspondante. Par 
là, la position du second plau diamétral Z'O'X' est dé- 
terminée, ainsi que celle du troisième plan coordonné 
Z' O' Y'; mais comme le point O' avait été choisi arbitrai- 
rement sur la parabole AO'B, il y aura une infinité de 
systèmes qui auront de commun le plan de cette courbe. 
On peut d’ailleurs reconnaître que le plan non diamé- 
tral Z'O'Y' est tangent à la surface, puisqu’il passe par 
deux tangentes. ( Voyez chap. XIII.) 




• : ’ 
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Discussion immédiate d'une équation numérique du 
second degré. 


234. Nous nous proposons ici d’établir des caractères 
qui, sans recourir à la transformation des coordonnées , 
puissent faire distinguer le genre et la forme particulière 
d’une surface du second ordre , représentée par une équa- 
tion en coordonnées rectangulaires ou obliques , dont les 
coefficients sont des nombres connus et réels. Soit cette 
équation 


(i) Ax’-4- A'y -4- A"z 3 -h aBjz -4- 2 B ’zx + î&'xy 
-+- ïûr -f- 2 C 'y -t- 2 C"z -f- E 



o : 


avant tout, il faudra chercher, d’après la marche indi- 
quée au n° 95 ,■ si la surface admet un centre , et calculer 
les coordonnées de ce point. On égalera donc à zéro les 


trois dérivées 

du premier membre de l’équation (i), en 

posant 


w 

Ax, -t- B'z, B "jr, -4- C = o, 

(3) 

A'y, -+- Bz, -+- B"x, -4- C — o, 

(4) 

A "z, + Bj, -4- B'x, -4-C"= o; 


d’où l’on déduira pour les coordonnées du centre, 


x, = 


N. 

D’ 




N' 
D ’ 


a. 


N" 

ÏT ’ 
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valeurs dans lesquelles >• 


D = AB 1 + A'B ' 1 -+- A"B " 3 — AA'A" — ?BB' B", 


et où les numérateurs auraient une forme que nous avons 
citée au n° 95, mais qui n’est pas utile à rappeler ici, 
parce qu’il sera toujours plus simple, dans chaque 
exemple donné, de résoudre directement les équations 
numériques ( 2 ), (3), (4), que de recourir à des formules 
littérales où l’on rencontre quelquefois des indétermina- 
tions qui ne sont qu’apparentes. Cela posé, comme les 
coordonnées du centre peuvent être toutes finies et dé- 
terminées , ou bien quelques-unes se trouver infinies ou 
indéterminées , nous partagerons la discussion en deux 
cas principaux. 


PREMIER CAS : 


D 


> 

< 


o. 


235. Dans ce cas, la surface ( 1 ) admet un centre uni- 
que ; et si l’on y transporte les axes parallèlement à eux- 
mêmes, son équation deviendra 


(5) Ax 3 -+- A'y 3 -4- A"z* aByz - 4 - 2 B'zx -+- 2 B "xy — n , 


où nous savons (n° 95) que tous les coefficients sont les 
mêmes. que dans ( 1 ), excepté le terme constant H qui, 
passé dans le second membre, aurait pour valeur 


t AxJ -t- A 'y\-\- A"z? -t- 2By,z, + 2B'z,x, 2B"x, y, 

1 -t- 2Cx, -t- 2C'y, -h 2C"z, -f- E. 


Mais cette expression peut être beaucoup réduite, en 
vertu des équations ( 2 ) , (3) et (4) ; car si l’on multiplie 
ces dernières respectivement par x t , y,, e r , et qu’on les 
ajoute à la valeur de H, celle-ci deviendra 

H = — Cx, — C'y, — C"z, — E, 
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expression facile à calculer quand on connaîtra les va- 
leurs numériques des coordonnées x ly y t , z,. D'ailleurs, 
pour abréger la discussion, nous admettrons toujours 
dans ce qui va suivre , qu’on a eu soin de rendre positif 
dans le second membre le terme constant H. 

23(i. Cela posé , si la quantité H se trouve nulle , la 
surface proposée est un cône ou un point unique. En 
ellét, si nous combinions l’équation (5) privée de second 
membre , avec celle d’un plan quelconque mené par l’ori- 
gine, 

z = auc - 1- 6 jr, 

il est bien clair, sans effectuer les calculs, que le ré- 
sultat aurait la forme homogène 

ay* bxy -+- ex 1 ~ o , d’où - = /J dtl fq ■ 

.r 

Or, ces valeurs constantes prouvent qne toutes les sec- 
tions sont composées de deux droites passant toujours 
par V origine; ainsi la surface est bien un cône, lequel 
néanmoins se réduirait à un point unique x = o , y — o, 
z — o, si le radical était constamment imaginaire, quels 
que fussent a et 6. Mais ce dernier cas se distinguera 
tout de suite , et sans calculer le radical qui précède, en 
examinant si un plan tel que z — Ji donne une section 
imaginaire. 

237. Lorsque le terme constant H ne sera pas nul, 
l’équation (5) ne pourra représenter qu’un ellipsoïde ou 
l’un des deux hyperboloïdes , surfaces qui diffèrent les 
unes des autres par le nombre des axes réels ou imagi- 
naires qu’elles admettent. Nous allons donc chercher une 
relation entre ces axes et les coefficients de l’équation (5), 
en supposant d’abord que les coordonnées sont rectan- 
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gulaires ; mais noos ferons voir ensuite que les règles ob- 
tenues ainsi, s’appliquent également aux coordonnées 
obliques. 

Les axes d’une surface étant (n° 104) les intersections 
mutuelles des plans principaux , ne sont autre chose que 
les trois cordes principales qui passent par le centre , et 
dont la direction est déterminée par les constantes m 
et n employées au n° 109. Ainsi, une quelconque de ces 
trois cordes sera représentée par les équations 

x — mi , y = nz , 

et en les combinant avec (5), on obtiendra pour le point 
de rencontre avec la surface proposée , 


z 1 = 


H 

A m 2 -+• A'n 2 4- A" -t- 2 B/j -f- 2B ’m 4 - 2.B "rnn ’ 


d’où il suit qu’en appelant R la longueur de cette demi- 
corde principale, réelle ou imaginaire, on aura pour le 
carré d’un quelconque des trois demi-axes de la surface , 


ou bien 

(6) R 2 = 


R I = x 3 4 -j'* 4 -z î = (/« , 4-7i J 4- i)*% 
H(m’ -ha 1 - h 1) 


A m- 4- A'n 2 4- A" 4- 2B/1 -f- iB'm 4- 2B"/nn‘ 

Maintenant, les valeurs des constantes m et n, ainsi <jue 
celle de l’inconnue auxiliaire s dont nous avons fait dé- 
pendre les premières, sont déterminées (n° 109) par les 
équations 


( 7 ) 

( 8 ) 

( 9 ) 


A ni 4- B' 4- B" n ~ ms, 
A'/i 4- B 4- B "tn — ns, 
A" 4- Bn 4 - B 'a» ^ s. 
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lesquelles nous ont conduit par l'élimination de ni et n, 
à la suivante 

(10) 1* - .«■ { A -t- A' -t- A " ) — I (B”* -AA' -+-B' 1 — AA" -+- BT- A' A" ) 
-t-(AB’ -4- A'B'^-t- A'B" — AA' A" — jBB'B" ) = o. 

Mais si Ton ajoute les équations (7), (8) et (9), après 
avoir multiplié la première par m et la seconde par n , 011 
trouve aussi 

A m 1 K'n* 4- A" 4 - 2B/1 4 - 2B'/h 4- 2B"to« 

m* 4- n' 4- 1 

résultat qui, comparé avec la formule (6), conduit à la 
relation bien remarquable 


Un voit par là que les trois racines de l’équation (10) 
sont toujours 



en désignant par a , b , c , les valeurs analytiques des trois 
demi-axes de la surface ( 5 ), c’est-à-dire les distances du 
centre aux points réels ou imaginaires où cette surface 
rencontre ses trois diamètres principaux; de sorte que si 
l’on prenait la peine de résoudre l’équation (10), on 
pourrait calculer aisément les longueurs des trois axes , 
et fixer ensuite leurs positions au moyen des valeurs de m 
et n qui correspondraient dans (7) et (8) à chaque racine 
de s. Mais, pour le but que nous nous proposons ici , il 
suffit d’observer que l’expressiôn analytique de chacun 
des demi-axes ne pouvant avoir que la forme « ou a — T , 
le carré R* n’aura que des valeurs réelles , et positives ou 
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négatives; d’où il résulte :■ i° que l’équation (10) a tou- 
jours ses trois racines réelles, ainsi que nous l’avions 

déjà prouvé dans la note du n° 109; 2 0 que chaque ra- 
cine positive Indique l’existence d’un axe réel , et que 
chaque racine négative correspond à un axe imagi- 
naire, puisque nous avons admis que le terme H avait été 
rendu positif. Or, comme le nombre des racines posi- 
tives ou négatives peut être fixé par la règle de Descartes , 
à l’inspection seule de l’équation (10), et sans la résoudre, 
nous déduirons de là les règles pratiques qui suivent. 

238 . Avec les coefficients numériques de l’équation ( 5 ) 
dans laquelle on aura soin préalablement de rendre po- 
sitif le terme constant H passé dans le second membre, 
on formera immédiatement l’équation (10), et l’on exa- 
minera quel est le nombre de variations et de permanen- 
ces de signes que présentent ses différents termes : 

i°. Si l’équation (10) offre trois variations , toutes ses 
racines sont certainement positives : donc alors la sur- 
face ( 5 ) admettra trois axes réels, et sera un ellipsoïde. 

2 0 . Si l’équation (10) renferme deux variations et une 
permanence, elle aura deux racines positives et une né- 
gative ; d’où l’on conclura que la surface ( 5 ) admet alors 
deux axes réels et un axe imaginaire : ainsi c’est un iiy- 
perboloïde à une nappe. 

3 °. Lorsque l’équation (10) offrira une variation et 
deux permanences, elle aura une racine positive et deux 
négatives: par conséquent la surface ( 5 ) ayant alors un 
seul axe réel et deux imaginaires, sera un hyperboloïde 
à deux nappes. 

4 °. Enfin, quand l’équation (10) ne présentera que des 
permanences de signes , toutes ses racines seront négati- 
ves, et par suite les axes de la surface ( 5 ) seront tous 
trois imaginaires ; d’où l’on conclura que cette surface 
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est totalement imaginaire, et que 1 équation (5) est im- 
possible, aussi bien que l’équation (i) donnée primitive- 
ment (■''). ■ • . 

239. Ces règles sont aussi applicables aux coordon- 
nées obliques. Eu effet, concevons que la surface S à la- 
quelle appartient l’équation (5) en coordonnées obliques, 
soit construite; puis, pour chaque point M ( fig . i) 
de cette surface, faisons tourner les deux coordonnées 
DG —y , CM = z, de manière à les rendre perpendicu- 
laires entre elles et sur OD = x qui restera immobile ; par 
là le point M viendra occuper une autre position M' dont 
les coordonnées rectangulaires x', y', z auront les mê- 
mes grandeurs que x, y, z; or l’ensemble de tous ces 
nouveaux points M' formera une seconde surface S' qui 
sera encore représentée évidemment par l’équation (5) 
avec les mêmes coefficients , mais en y remplaçant x, y, z 
par x', y', z', et je dis que cette surface S', toujours du se- 
cond degré, .sera du meme genre que S. Car, si cette 
dernière était un ellipsoïde , il est bien clair que S' sera 
aussi une surface fermée de tqjtes parts : si S était un 
hyperboloïde à une nappe , S' offrira pareillement une 
nappe unique et indéfinie : enfin , quand S présentera 
deux nappes séparées par un intervalle imaginaire depuis 
x = -+-a jusqu’à x — — a, il en sera évidemment de 
même pour S'. Par conséquent, les règles du n° 238 ap- 
pliquées directement à l’équation (5) en coordonnées 
obliques, suffiront encore pour assigner le genre de la 


(*) Ce mode de discussion avait etc indique d’abord par M. Petit; 
mais il parvenait à la relation (il) en regardant les demi-ares comme les 
valeurs maximum oy minimum des rayons vecteurs meués du centre , cc 
qui est peu satisfaisant pour l’axe moyen de l'ellipsoïde et pour les axes 
imaginaires des hyperboloides 


/ 


r 

t 
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surface S' et par suite celui de S ; mais la pôsition et la 
grandeur des axes de cette dernière ne seront plus four- 
nies par les équations (7), (8), (10) et (n). 

240. Voici quelques exemples de ces discussions nu- 
mériques. Soit l’équation 

x’ + 2 y' -t- 3 y z — 2 xy — 6x4-7/4-624-7=0; 
en égalant à zéro les trois dérivées, on trouve 

9 .x — 2 y — 6=o» \ /«,= !, 

4/ 4- 3z — ax 4- 7 = o, V d’où } y, = — 2, 
3j-t-6 = o, ) ( z, = i . 

Ces coordonnées du centre étant substituées dans la pro- 
posée, donnent H = o; ainsi la surface rapportée à son 
centre devient 

x 1 4- 2/ 1 4- 3/z — 2xr = o, 

et elle ne peut être qu’un cône ou un point. Mais en 
posant z = k , on obtient 1 ■ 

x* — 9 .xy 4- 9 y' 4- 3/-/ = o, 

d’où 

x = y ± V— (/’ 4-3*r) ; 

cette section est une ellipse qui ne se réduit pas à un 
point , puisque les deux facteurs dji radical sont inégaux ; 
donc la surface est un cône. Ici cette conséquence pou- 
vait §e déduire de ce que l’équation est vérifiée par x = o 
etj' = o, ce qui montre que la surface admet une ligpe 
réelle, savoir, l’axe des z. 

244. Soit encore l’équation 

2,r’i4- 5r’4- 3z' 4- 2/2 — (\zx — 2 xy 4^ 2x4- 8/ — 6t — 1 3 = 6 : 
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les dérivées égalées à zéro , donnent 


4-r — 42 — iy'H-i —o, \ /«,==!,' 

10^-4-21 — 2x4-8 =0, \ d’où < /, = — 1, 

6*4-2^ — 4x — 6=0, J f z, =2, 

; • , ' • # . • • »! • 

et le terme H = 10; de sorte que l’équation rapportée au 
centre , devient 

2X 3 -f- 5 ^ 1 -4- 3 z’ 4 - 2/t — 4 zx — ixy = 10. 

Maintenant, si avec cette dernière on compose l’équa- 
tion (10), on trouvera 

.r* — 1 or J 4- 25 z — 9 — o, 

et puisqu’elle offre trois variations de signes, j’en conclus 
que la surface qui nous occupe est un ellipsoïde. 

242. Enfin, soit l’équation 

yz 4- zx 4- xy — x — 2 y — 3z 4- 2 4- a = o ; 

les trois dérivées égalées à zéro , donnent 

z 4 -y — 1=0, | r x, = 2, 

z x — 2 = 0, \ d’ou / y, = 1 , 

y -+■ x — 3 = o, ) ( z, =0, 

et l’équation rapportée au centre devient, en. supposant a 
positif, i. , 

— yz — zx — xy — a. 

Maintenant si, pour former l’équation (xo), on multiplie 
la précédente par 2, afin d’éviter les fractions , il viendra 

s 3 — 3f 4- 2 = o ; 

ici il manque un terme ; mais si on le rétablit avec le 
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coefficient rho, on trouve toujours le même nombre de 
variations et de permanences (il en doit être ainsi dans 
.toute équation dont les racines sont réelles); d’où je con- 
clus que la surface proposée est un hyperboloide à une 
nappe. . 

Ce serait l’autre byperboloïde , si a était négatif ; parce 
qu’alors il faudrait changer les signes des rectangles, pour 
rendre le second membre positif, conformément aux ré- 
glés tracées dans le n° 238. •. "--.s i "< 

-»!**■- ■) . w ' 1 »♦:•••. - ;< ' .• 

;• t DEUXIÈME CAS : D =E O. >! ■ I r . r ” 


24(1. Les surfaces qui remplissent celte condition sont 
dépourvues de centre , ou bien clips eu admettant upc in- 
imité; ainsi elle? ne peuvent être que des paraboloïdes , 
des cylindres paraboliques j des cylindres, elliptiques ou 
hyperboliques , ou bien le système de depx plans paral-- 


lèle.s. Cherchons donc des caractères propres à ferre dis- 
tinguer ces.quatre genres les uns des .autres , en partgnp 
del’équation primitive (i) et des équations, dn.pentee (a), 
(3) , (4); et, comme les sections parallèles aux plans coor- 
donnés nous seront utiles à considérer, obseryon? ici 
que la nature de ces sections sera toujours indiquée par 
les signes des binômes 

B"’ — AA' = t", B' 1 — AA" == r t)', B’’ — À'A" = ê; ' 

-:t> ■ •• *• . » Slot 1 n; i i «f 

qui sont analogues à 4* — 4 &c i dans les courbes du second 
degré. D’ailleurs puisque aucune des surfacesdon* if s’agit 
ici , ne peut admettre à la fois des ellipses et des hyper- 
boles, on doit prévoir que; pour une même surface don- 
née, ces troisbinômes se trouveront à la fois positfs oü à 
la fois négatifs ; ce qui n’exeluit pas l’hypothèse que tons 
ou quelques-uns soient nuis. " «• 1 >• 
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Ajoutons que toutes les règles qui vont suivre s’appli- 
quent également aux coordonnées obliques ; car nous ne 
nous appuierons que sur les équations (a) y (3), (4), qui 
suffisent toujours (n° 95) pour déterminer les coordonnées 
du centre. 

; . *1. I . ' . . ■ • p 

,i 244. Dans un • paraboloïde , il doit arriver qu’une, 
au moins , des coordonnées du centre soit infinie; ainsi 
la résolution immédiate des équations (a), (3)., (4), de- 
vra conduire à une impossibilité , telle que 5 =o. Il sem- 
ble même que les trois eoordonnées devraient être toutes 
infinies; mais si l’on observe que le paraboloïde n’est 
qu’une dégénération de l’ellipsoïde ou de Fhyperboloïde , 
dans lesquels les deux sections principales qui passent par 
un même axe réel se changeraient en paraboles, on sen- 
tira que le centre commun de ces deux côurbes , en s’éloi- 
gnant indéfiniment , n’a pas dû sortir de l’axe réel qui est 
devenu l’axe unique du paraboloïde. Or, si cette droite se 
trouve parallèle au plan coordonné XY par exemple , il 
est clair qu’on aura seulement x,=oo et y, =oc , tandis 
que z , aura une valeur déterminée: si l’axe principal du 
paraboloïde est parallèle à OX , les coordonnées y, et z, 
amont des valeurs déterminées, tandis que x, sera seul 
infini. 

En second lieu, puisque les sections paraboliques ne 
peuvent être produites (n oï 159 et 163) que par des 
plans pàraUèles à l’acae du paraboloïde , et qu’il est évi- 
demment impossible que les trois plans coordonnés se 
trouvent tous parallèles a cette droite, il: s’ensuit qu’iei 
les trois binômes 6,6,6 " ne seront jamais mils à la fois. 
Or, comme nous allons voir que les conditions précé- 
dentes. ne se trouveront pas réunies simultanément dans 
les autres genres, nous pouvons en conclure que les ca- 
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ractères distinctifs des paraboloïdes sont les suivants : 


line des équations du centre impossible , 
un des binômes (G, 8', G") ^ o; 


d’ailleurs, si celui de ces binômes qui n’est pas nul se 
trouve négatif, le paraboloïde sera elliptique ; et il sera 
hyperbolique , si ce binôme est positif. 

2-45. Dans un cvlindrf. parabolique, une, au moins, 
des coordonnées du centre doit être infinie ; c’est-à-dire 
que la résolution des équations ( 2 ), (3), (4) devra con- 
duire à une impossibilité telle que 5 = o. Mais un plan 
quelconque ne pouvant ici donner pour section qu’une 
parabole , ou deux droites parallèles , ou une droite isolée, 
il arrivera nécessairement que les trois binômes 6, 0 ', ë", 
seront tous nuis. Par conséquent, les caractères distinctifs 
du genre actuel seront : 


une des équations du centre impossible , 
les trois binômes (6, 6', 6") = o. 


246. Cylindre elliptique ou hyperbolique. Une telle 
surface admet pour centres tous les points d’une même 
droite, ou un axe central ; par conséquent une des coor- 
données du centre doit demeurer arbitraire , sans qu’au- 
cune des autres soit infinie; c’est-à-dire que les valeurs 
de x et y, par exemple, tirées de deux des équations ( 2 ), 
(3), (4) » doivent rendre identique la troisième équation, 
quel que soit z. En outre, comme les trois plans coor- 
donnés ne sauraient être tous parallèles aux génératrices 
du cylindre, il devra arriver qu’un, au moins, des bi- 
nômes £, ë', 6", soit différent de zéro; et le signe de ce 
binôme fera distinguer si le cylindre est elliptique ou 

i3 
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hyperbolique. Ainsi les caractères propres à ce genre 
sont : 


Les trois équations du centre réduites à t leux , 
un des binômes (6, 6', 6") ^o; 


d’ailleurs, si c’est S" qui est différent de zéro , il faudra 
poser z = k dans l’équation (i), puis voir si cette section 
est imaginaire , ou se réduit à un point , ou bien sc dé- 
eompose-en deux droites ; car, dans le premier cas, le 
cylindre sera totalement imaginaire , dans le second il se 
réduira à une droite unique , et dans le troisième il sera 
le système de deux plans non parallèles. 


247. Deux plans parallèles . Dans ce cas, il existe un 
plan central dont tous les points sont des centres; ainsi 
deux des coordonnées doivent demeurer arbitraires , ce 
qu’on reconnaîtra lorsque la valeur de x , par exemple, 
tirée de l’une des équations (a), (3), (4), vérifiera les deux 
autres, quels que soient y et z. D’ailleurs toutes les sec- 
tions planes ne pouvant offrir ici que deux droites paral- 
lèles, il arrivera que les trois binômes 6, 6', S" seront 
tous nuis. On a donc pour distinguer le genre actuel , 
les caractères suivants : 


Les trois équations du centre réduites à une, 
les trois binômes (S, 6', ë") = o ; 

en outre , comme les deux.plans pourraient être confon- 
dus , ou se trouver imaginaires, il faudra couper la sur- 
face (i) par un plan tel que z = k ou y=zk', pour voir si 
la section offre deux droites confondues, ou deux droites 
imaginaires. 
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248. Exemples. Soit l’équation 

x’ — 2 y 1 — 3/1 4 - 3zx 4- xy H- 4 Z = ° * 
les dérivées égalées à zéro , donnent 

2 x 4 - 3z 4- y = o , 

— 4 y — 3z 4 - x = o , 

— 3/ 4- 3x + 4 = o ; 

et comme la dernière, retranchée des deux autres, conduit 
à 4 = o , cette équation impossible montre que la surface 
est dépourvue de centre. Ensuite, on trouve 

B"‘ — AÀ' = (*)’4-a} 

résultat qui , étant différent de zéro et positif, montre 
que la surface est un paraboloïde hyperbolique. 

249. Soit encore 

x’ 4 -y 1 4 - gz 1 4 - 6 yz — 6 zx — 2 xy 4 - ax — 4 Z = °> 

les trois dérivées donnent les équations 

2X — 6 z — 2/ 4 - 2 = o, 

2/ 4- 6z — 2X = o, 

i8z 4-6/ — 6x — 4 = o, 

et comme les deux premières conduisent à a = o, cette 
impossibilité annonce que la surface est dépourvue de 
centre. Mais ici l’on trouve 

B"’ — AA' = o, B' J — AA" = o, B’ — A' A" = o ; 

d’où il faut conclure que la surface est un cylindre para- 
bolique. 

230. Dans l’exemple suivant 

x’ 4 - 3/’ 4- 4 Z ’ — 6/z — 2 zx = a , 

i3. 
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les iro'» dérivées donnent les équations 

7.x — 7z = o , 

67 — 6z =0, 

8z — 7X — 67 = o. 

Or, comme la troisième est vériliée identiquement par 
les valeurs 

X = z, y — Z, 

tirées des autres, j’en conclus que les équations du cen- 
tre se réduisent à deux qui représentent une droite , et 
qu’ainsi la surface est un cylindre à centres. D’ailleurs, 
en posant dans la proposée, z = k ouz = o, on trouve 

x 1 -+- 3r’ = a ; 

de sorte que si a est positif, la surface est un cylindre à 
base elliptique: si a — o, la section se réduit à un point, 
et la surface à une droite unique ; enfin , si a est négatif, 
la section est imaginaire , et il en est de même de la sur- 
face proposée. 

251 . Considérons enfin l’équation 
x 7 4 y' -4- z 1 -H 4 rz — 2 zx — 4 x y -t- 3 j: — 67 — 3z = o ; 
les dérivées donnent 

7.x — 2 z — 47 ■+* 3 = o, 

87 *+■ 4* — 4 X — 6 = 0, 

22 -t- 47 — 7.X 3 = O, 

et comme ces trois équations se réduisent à une seule , 
le lieu des centres est un plan , et la surface proposée ne 
peut être que le système de deux plans parallèles au plan 
central. D’ailleurs , en coupant cette surface par le plan 
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z — o, on trouve une équation qui, résolue par rapport 
à x , donne 


4J-3. 3. 


la section est donc formée de deux droites distincte* et 
réelles; par conséquent la surface est bien le système de 
deux / dans parallèles qui ne sont pas confondus. En 
euct, si l’on résout l'équation primitive par rapport à 
une des variables, on trouve qu’elle se décompose ainsi 

(x — a y — z) (.z — 7. y — t -I- 3) = o , 
ce qjî justifie la conséquence énoncée ci-dessus. 

Du cas où la surface est de révolution. 

‘ • , >* • ,* Vi j ^ •( •*. - 

252. Pour compléter la discussion de l’équation gé- 
nérale 

(i) kx > + A'/’ -f-A"* , + 2 B/z-t- 2 B , *x + aWxy 

-t- aCr-l- 2 C'y-(- 2 C"z -4- E » °’ 

, 

nous allons chercher à quels caractères on peut recon- 
naître que la surface est de révolution. Dans une telle 
surface, toutes les sections perpendiculaires à une cer- 
taine droite sont des cercles dont les centres se trou- 
vent. sur cet axe de révolution ; or, si l’on trace dans ces 
cercles des cordes parallèles entre elles, et sous une di- 
rection arbitraire du reste , il est clair que le plan mené 
par l’axe de révolution , perpendiculairement à ces cor- 
des, les divisera toutes en deux parties égales, et sera un 
plan principal. Réciproquement , si tous les plans menés 
par une meme droite sont principaux , les sections per- 
pendiculaires à celte droite seront des cercles ayant leurs 
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centres sur cet axe; car, parmi les courbes du second 
degré , il n’y a que le cercle qui admette pour diamètres 
principaux toutes les droites menées d’un même point. 
De là je conclus que pour que la surface (i) soit de ré- 
volution , il faut et il suffit : i° qu’il existe une infinité de 
systèmes de cordes principales , qui soient tous parallèles 
à un même plan ; 2 ° qu'en même temps les plans dia- 
métraux , conjugués avec ces divers systèmes , se trouvent 
à une distance finie et déterminée; car, sans cette der- 
nière condition, la première serait vérifiée analytique- 
ment par les cylindres paraboliques. D’ailleurs il arri- 
vera , par une conséquence nécessaire, ainsi qu'on va le 
voir, que ces plans principaux, en nombre infini, se 
couperont tous suivant une droite unique , qui sera l’axe 
de révolution. 

253. D’un point quelconque, par exemple l’origine 
des coordonnées que nous supposons rectangulaires , me- 
nons une corde principale m 

(i5) x = mz, y = ni ; 

les constantes m et n seront déterminées par les équa- 
tions déjà citées , 

S A m B " n -+- B' = ms, 

A' k -K B "m + B = ns, 

A" 4- B'rn H- B n= s, 

lesquelles conduisent, comme on sait (n° 109), à lequa- 
tion du troisième degré 

(i 7 ) (s — À) (s — A') (s — A") — B : (s— A)— B'* (a— A') 

— B"’(r — A") — 2 BB'B" = o. 

Par conséquent chaque racine de celle-ci , mise dans 
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les équations (iG) , les réduira à deux distinctes qui don- 
neront les valeurs de ni et de n , que l’on devrait ensuite 
porter dans les formules (i5); ou bien, si l’on tire de ces 
dernières m et n , pour les substituer dans (16), la corde 
principale menée de l’origine pourra être représentée 
par deux quelconques des trois équations 

! (A — s) .a: -+- B "y -f- B 'z = o, 

(A' — s) y -+- B "x -4- Bz =r o, 

(A" — s) z 4- B'x -|- By =o. 

Cela posé, si la surface (i) est de révolution , il doit arri- 
ver, pour remplir la première condition énoncée au nu- 
méro précédent, qu’une au moins des racines de (17) soit 
telle, qu elle réduise les équations (18) à une seule dis- 
tincte j qui représentera un plan dans lequel toutes les cor- 
des menées à volonté seront des cordes principales. Ainsi , 
en appelant s' celte racine, elle devra vérilier les rela- 
tions 

A — s' B" B' 

B" A' — s' B ’ 

A — s' B" B' 

* B' B A" — s'* 


d’où résultent deux équations de condition , avec la va- 
leur de s', savoir : 


, IP) a _5X-a'-?^-a"_m: 
l 9i A B — A b' ~ A B" 


Cette valeur des' satisfait bien à l’équation (17), qui d’ail- 
leurs admet une seconde racine s"=s' 5 car en tirant des 
relations (19) les expressions de A, A', A", en fonction 
de s', pour les substituer dans (17), celte équation prend 
la forme 



B B ' BB 
B B' 
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d’où l’on conclut que quand les deux conditions (19) sont 
vérifiées, il y a deux des trois systèmes de cordes prin- 
cipales qui peuvent être dirigés d’une manière arbitraire 
dans le plan, ou parallèlement au plan 

(20) B ' B "ÿq- BB "/ -t- BB 'z = o , 

auquel se réduisent alors les trois équations (18). 

254 . Il reste encore à exprimer que les plans diamé- 
traux conjugués avec ces divers systèmes de cordes se 
trouvent à une distance finie et déterminée. Or, un de 
ces plans sera donné (n° 105 ) par la formule générale 

(A m B"n 4-B')x + (A'#i -4- B "m -f- B}.r -f- (A w B 'm -H Un) r 

-+- Cm -h C'm -t- C" — o, 

qui, pour la racine s = $' que nous considérons ici, et 
d’ près les relations (16), devient 

(21) (f'.r-|-C)/n + (*y + C')»+(i l j + C") = o. 


Alors on voit que pour que ce plan ne se trouve pas à 
une distance infinie, il faut que la quantité s' ne soit pas 
nulle; de sorte que Jes conditions qui expriment complè- 
tement que la surface (i) est de révolution, souilles 
suivantes : 


(22) 



BB" 

1F~ 


A* 


BB' > 
B" <°‘ 


255 . Maintenant, cherchons l’axe de révolution , «pii 
doit être l’intersection commune de tous les plans ren- 
fermés dans la formule (21). Ici les quantités m et n qui , 
pour chaque valeur de s, devaient être déterminées par 
deux des équations (16), ne sont plus que liées entre elles 
par la relation unique 

(23) B'B"ra+BB"fl+BB' = o, 

à laquelle se réduisent ces équations (16) pour la ra- 
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cinei = i' qui vérifie les relations (19); de sorte qu'en 
éliminant n entre (21) et ( 23 ), tous les plans diamétraux 
qui correspondent à cette racine seront donnés par l’é- 
quation 

[B(i'* + C)-B'(«ÿ-*-C)]m = B , >j'/-t-Q')— B" (t's-hC"), 

où m demeure arbitraire. Donc, pour avoir une droite • » 

commune à tous ces plans, quel que soit m , il suffit d’é- 
galer à zéro chacun des deux membres, ce qui donne 
les relations 

B(#'x-+-C) — B' (i'j' + C')=-B , (j'i + C")i 


par conséquent ce sont là les équations de Taxe de révo- 
lution de la surface. Si, maintenant, on divise tous 
les termes par/, et qu’on y substitue les diverses valeurs 
de cette quantité, fournies par les formules (19), les 
équations de l’axe de révolution prendront la forme 


'•41 


„/ . BC \ B'C' \ „„/ B'C» \ 

B V X 4 "AB-B'B") -B V ^A'B' — BB» ) -B \ ’ + " A»B» — BB'/ ’ 


où l’on reconnaît bien une droite perpendiculaire au 
plan (20), et qui indique la direction du troisième sys- 
tème de cordes principales , lequel doit toujours être per- 
pendiculaire aux deux autres (n° 123 ). 

236 . Toutefois, il est nécessaire d’observer que quand 
l’équation proposée (1) est privée de plusieurs rectan- 
gles, les conditions générales (22) prennent une forme 
incertaine, et même deviendraient entièrement illusoires , 
si l’on avait chassé les dénominateurs, comme on le. j ait 
ordinairement ; car alors elles seraient toutes satisfaites 
par les hypothèses B=B' = o, qui cependant ne suffisent 
pas pour que la surface soit de révolution. 

Il faut donc toujours conserver les conditions sous la 
forme (2a) ; et pour le cas où l’on a , par exemple , B=o et 
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B' = o , remarquer qu elles se réduisent à 

( 25 ) A-^B" = A", A' -|rB" = a", 

B' 

relations entre lesquelles on peut éliminer le rapport — 
qui cause l’indétermination, et par là on trouve 

(26) (A— A") (A' — A") = B"> avec A"^o, 

pour les véritables conditions qui expriment que la sur- 
face est de révolution , dans l’hypothèse admise. Nous exi- 
geons que A" soit diflèrent de zéro, -parce que c’est alors 
la valeur de la racines', laquelle ne doit pas être nulle, 
pour que les plans diamétraux (21) se trouvent à une 
distance finie et déterminée. Au surplus, on obtiendrait 
directement les relations (26) , en remontant aux équa- 
tions (18), dans lesquelles on ferait B=o et B'=o; mais 
il était bon de faire voir que ce cas particulier était com- 
pris dans les conditions (22), qui, sous la forme que 
nous leur donnons ici , n’induiront jamais en erreur , et 
avertiront du moins des transformations qu’exigent les 
diverses hypothèses particulières. 

Dans le cas où l’on aurait B=B'=o , ou bien B's=B“=o, 
on trouverait de même les conditions 

(27) (A — A') (A" — A') = B' 1 avec A'^o, 

(28) (A' — A) (A" — A) =B’ avec A^o. 

Quant à l’axe de révolution représenté en général pat- 
tes équations (24) , le dernier membre donne d’abord , 
pour l’hypothèse B = B' = o, 
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ensuite, les deux premiers membres, débarrassés des fac- 
teurs , ~ , dont les valeurs sont fournies par les rela- 
tions (a 5 ) , conduiront à cette seconde équation , 



B" / C\ 

- âTTâ^ + f)- 

Oit trouverait des résultats semblables pour les hypo- 
thèses B = B" = o ou B' — B" = o. 

257 . Enfin , si l’on suppose à la fois B = B’ = B" = o , 
les conditions (22) avertissent encore, par leur forme 
indéterminée, qu’il faut leur faire subir quelque transfor- 
mation; et en partant des relations (26), (27), (28), aux- 
quelles nous les avons déjà ramenées, quand deux rec- 
tangles seulement étaient nuis, on trouvera que pour le 
cas actuel , les équations qui expriment que la surface est 
de révolution , et celles qui déterminent son axe , sont 

A'=A">o, A'V -f- = o, A*z -4- C" = o, 

OU 

A — A" o , Ajc - 4 - C = o , A z 4 * C “ — o, 

ou bien 

A c: A! ^ o , A x + C — o , Ay -4- C’ — o. 

Au surplus , dans l’hypothèse admise ici , la forme de l’é- 
quation proposée (1) rend ces conditions bien faciles à 
obtenir par un calcul direct. 
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238. Si par un pointdonné sur une surface quelconque,, 

un v trace tant de courbes que l’on voudra et qu’on leur 
mène des tangentes par le point en question, toutes ces 
droites se trouveront en général dans un scid cl même 
plan j que l’on nomme le plan tangent de la surface : mais 
cette proposition a besoin d’être expressément démon- 
trée; car on ne voit pas à priori pourquoi çes diverses 
tangentes ne formeraient pas un cône , comme cela arrive 
elfectivement pour quelques points singuliers de certaines 
surfaces (*). ... 

239. Considérons d’abord les surfaces du second ordre, 
que nous prendrons, pour abréger les calculs, sous la 
forme suivante qui les comprend toutes : 

(1) A-r~ 4 - A'/ 1 + A" z- 4 - aCx 4- f.C'y 4- iC"z 4- lî = o. 

Si x', ÿ , z désignent les coordonnées du point donné 
sur la surface, elles vérifieront la relation 

( 2 ) Ax' 7 4 - Af* 4 - AV’ 4- 2 Ür' 4 - 2C 'y' 4- 2 CV 4 - E = o , 

qui, introduite dans l’équation de la surface, lui fera 
prendre la forme 

(3) A(.r’ — x' J ) 4 - A' (y'— y”) 4- A" {s* — s' 1 ) 

4- 2C(.r — x' ) 4 - 2C' (y — y' ) 4 - 2C" (z — z' )= o. 


(*) Voyez la Géométrie descriptive , livre II, n° 97 
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Cela posé , une sécante quelconque menée par le point 
en question, sera représentée par 

(4) X — x' — w(ï — z'), 

. (5) y — y' = n (z — z') ; 

et pour obtenir les points d.ans lesquels elle rencontrera 
la surface, il faudra combiner les équations (3) , (4) , (5), 
en y regardant les variables comme ayant les mêmes 
valeurs. Si donc dans (3) , on substitue les valeurs de 
x — x' et y — y', elle deviendra 

h — O*-*- *')•+• ^'n{y+x')+k" {z->rz') 

( ' \ ■+■ 7.Cm 4- 7.0 n 4- aC" 

équation qui , quant aux points communs , peut rempla- 
cer (3), et fera connaître ces points en la joignant tou- 
jours avec (4) et (5). Or, le premier facteur z — z' — o 
conduit à x = x', y =y\ et l’on retrouve ainsi le point 
de départ de la sécante. Le second point de section serait 
donné par le système (4), (5) et ( 7 ), 

(7) Am(T + i , )+A'i!(/+r')+ A" ( * -+- 1') -h tCm 4 iC'n •+- aC" t=o, 

si l’on avait fixé la direction de cette sécante en assignant 
des valeurs à m et à n ; mais puisque nous cherchons au 
contraire à déterminer ces constantes de telle sorte que la 
droite soit tangente à la surface, c’est-à-dire de manière 
que le second point de section se réunisse avec le pre- 
mier , il faut exprimer que le système (4) , (5) , ( 7 ) , est 
vérifié encore par les valeurs x — x', y = y', z = z', 
ce qui établit entre m et n la relation unique 

( 8 ) A mx' 4 K'ny ' 4 - A "z' 4 - On 4 - C'n 4 - C" = o, 

d’après laquelle une des constantes m et n reste arbitraire. 
Il résulte de là qu'eu attribuant à ni diverses valeurs 'suc- 
cessives, et calculant les valeurs correspondantes de n 
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d’après la relation (8), on aurait par leurs substitutions 
dans (4) et (5) , les équations d’une infinité de droites 
tangentes à la surface au point en question ; par consé- 
quent on obtiendra le lieu géométrique de toutes ces tan- 
gentes, en éliminant m et n entre (4), (5) et (8). Or cetté 
opération donne pour résultat 

(9) (a*' + c)(*-x') 4 - (A y + c')(/-r'n 

-4- (A"*' -4- C ")(»—*') J ’ 

équation qui représente évidemment un plan : d’où je 
conclus qu’en chaque point d’une surface du second de- 
gré, il existe un plan tangent. 

260. Il est bon d’observer que, dans l’équation (9), les 
coefficients des variables ne sont autre chose que les dé- 
rivées partielles du premier membre de l’équation (1), 
dans lesquelles on aurait substitué les coordonnées du 
point de contact; et nous verrons bientôt (n° 268) qu’il en 
est ainsi dans toutes les surfaces. D’ailleurs , si l’on déve- 
loppe l’équaticn (9) et que l’on ait égard à la relation (2), 
on pourra mettre l’équation du plan tangent sous la forme 

( 10 ) ( Ax ' -4- C)x + (A>' + C')r + (AV - 4 - C")* 

-4-0' -4- C'y' -4-C'V 4- E 

261 . Pour les surfaces qui admettent un centre , on 
peut poser dans l’équation (1) 

C = o, G' = o, C" = o, 
et, dans ce cas , l’équation du plan tangent se réduit à 

( 11 ) Ax'x - 4 - A ’y'y -4- A "z'z - 4 - E = o. 

Or, si l’on mène un diamètre au point de contact, cette 
droite sera représentée par 
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et le plan diamétral conjugué avec ce diamètre qui, d’a- 
près la formule (5) du n° 105 , est 

Amx + A'ny -+- A "z = o , 

deviendra ici 

Ax'x A' y 1 y -f- A"z'z=0; 

donc il est parallèle au plan tangent (i i) mené par l’ex- 
trémité du diamètre en question. C’est cette proposition 
que nous avons annoncée n° 232, et que l’on pouvait dé- 
montrer à priori en s’appuyant sur ce qu’un diamètre 
d’une surface du second ordre est évidemment conjugué 
avec chacun des diamètres de la section faite par le plan 
diamétral correspondant. 

262. Cherchons la courbe de contact d’une surface 
quelconque du second degré , avec un cône qui lui serait 
circonscrit et dont le sommet aurait pour coordonnées 
a , S, y : cette courbe sera le contour apparent de la 
surface , vue du point donné. Or, pour chaque point 
( x y\ z') de cette ligne, le plan tangent à la surface 
touchera nécessairement le cône, et par suite il passera 
par le sommet ; de sorte que l’équation (io) donnera 
entre x', y', z' y la relation 

(12) (A*' -4- C) «-f- (A y 4- C')6+ (AV + C") 7 ) 

4 -cx' +cy + cv+E 

mais , puisque le point de contact que l’on considère est 
sur la surface , on aura aussi 

(13) Ar'* 4- A>'* ■+■ A '*'* -t- aCx' ■+■ aC>’ -t- aCV F. == o ; 

par conséquent la courbe demandée se trouve détermi- 
née par l’ensemble des équations ( 1 2 ) et (i 3) , c’est-à-dire 
qu’elle est l’intersection de la surface proposée avec le 
plan que représente l’équation ( 12 ). Il résulte de là que 
dans toute surface du second degré, la courbe de con- 
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tact il’ un cône circonscrit, est toujours plane ; et l'on 
peut même reconnaître que son plan est parallèle au plan 
diamétral conjugué avec la droite qui joindrait le som- 
met au centre delà surface , puisque ce centre a ici pour 
coordonnées 

C _ C' _ C" 

x '~ï~v r ‘ _- a" 

263. Si l’on voulait obtenir la ligne de contact de la 
même surface avec On cylindre circonscrit, et qui serait 
parallèle à la droite 

x = mz , y = nz, , 

on exprimerait que, pour chaque point de cette courbe, 
le plan tangent ( 10 ) est parallèle à la droite donnée j ce 
qui fournirait (n° 4o) entre les coordonnées du point de 
contact la relation 

(i4) (Ax' -f- C )m -+- {K' y' + C > -t- (AV -+- C") = o, 

laquelle, jointe à l’équation de la surface que doivent 
aussi vérifier ies variables x' , y', z , suffirait pour dé- 
terminer la courbe demandée. On voit , par la forme de 
l’équation (i 4) , que cette courbe de contact sera encore 
plane, et qu’elle se trouvera précisément dans le plan 
diamétral conjugue avec les cordes parallèles aux géné- 
ratrices du cylindre. 

264. La tangente d'une courbe quelconque est tou- 
jours projetée sur la tangente à la projection de la courbe 
primitive, puisque ces deux droites sont les limites res- 
pectives d’une sécante et de sa projection. (Voyez G. I)., 
n u 102.) Par conséquent, si la courbe en question est 
définie par ses projections 

•* = ?(*)>• .r = + (*)> 
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la tangente au point (x, y , 2) de eett* courbe aura pour 
équations 


dx 


dy , 


(i5) x' — X = — (z' — z), (,6)x'—y = ~ (*' — *), 


bien 


/ __ / / \ 
x — x _ — ( 2 — z), 






en désignant ici para:', j', a', les coordonnées courantes 
de là droite demandée. . . 

263. Lorsque la courbe dans l’espace sera définie, non 
par ses projections, mais au moyen de deux surfaces quel- 
conques représentées par 

F (x, y, 2 ) = o, F, (x, y,z) = o, 

il ne sera pas nécessaire de résoudre ces deux équations 
pour en tirer les valeurs de x et y , et par suite celles des 

dérivées ^ Car, dans le système des équations si- 
multanées F = o, F, = .0, une seule des variables de- 
meurant arbitraire , les deux autres devront varier en 
même temps que celle-là par la différentiation, ce qui 
donnera 

dF df dF v 

_ _ dy + -dzz=o, 

dF, ^dF, ^dF, 

— dx -f» — - dy 4- — dz = o ; 
dx dy , dz 

équations d’où l’on devrait tirer les valeurs de ^ et ^ 

pour les substituer dans (i5) et (16). Mais si, au con- 
traire, op substitue ici les valeurs de- ces dérivées prises 
dans (i5) et (16), on obtiendra immédiatement les équa- 

»4 
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L jolis de la tangente sous la forme trèsvsymétrique. 


(>:) (■*' — *) 
(,8) (x'-x) 


ri F , .ri F , , . rfF 

+ ^ + <*-•>* 
f /F, . rfF, , rfF, 


O, 

O. 


N^>us reconnaîtrons tout à l’heure que ces équations sont 
précisément celles des plans tangents aux surfaces don- 
nées F = o et F t = o ; et dès lors on concevra bien com- 
ment le système de ces deux équations' détermine la tan- 
gente de la cônrbe qui est l’rntersection de ces surfaces. 

206 . Dm plan tangent à une surf ace quelconque. Cette 
surface étant représentée par une équation unique 


(• 9 ) z =/( x > r)% 

il y aura ici deux variables indépendantes, par exemple 
trety; et dès lors la troisième z admettra deux dérivées 
partielles,’ que nous représenterons., suivant l’usage-, par 

^ = Pi == q. Si , par un point (x, y, z ) donné sur 

cette surface^ on traçe une courbe quelconque dont la 
projection soit désignée par 

t 

(20) r = ?(•*)» 

l’ensemble des équations (19) et (20) déterminera com- 
plètement cette xourbe ; mais, pour en obtenir une seconde 
projection , il faudra éliminer y entre les équations pré- 
cédentes, çequi donnera un résultat de la forme 

é. * ■ i ■ % 

(21) . *=/{*, f (*)]= 4. (*). 

*■ ' * •*.'».» ■' * 

Gela posé , la tangente de la courbe dan» l’espace étant 
projetée (n° 284 ) sur les tangentes aux deux courbes 
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planes (20) et (2*), cette droite aura pour équations 


r ' ~ X = z ' ~ z ~ S ( x ' - *)> 


dx 


dans lesquelles x', y\ z\ désignent les coordonnées cou- 
rantes de cette droite. Or, d’après la manière dont la 


* j 1 

fonction a été obtenue, on doit voir que la quantité ~ 


n’est autre chose que la dérivée totale de z déduite de 
l’équation (19) * mais prise en regardant y coiome une 
fonction de x, déterminée par.la relation (29). Par con- 
séquent on aura * 


dl( _ df{x,y) tfy _ ’ dy 

dx , (Lt - . 4y ' dx. -dp V„ ‘ 


et les équations de la tangente deviendront 



Maintenant , si Pon veut obtenir le lieu géométrique des 
tangente^ à toutes les courbes. tracées sur l^ surface , par 
le point en question , il faut éliminer des équations pré- 
cédentes , ce qui dépend de la fonction f , laquelle peut 
seule caractériser la cousbe particulière qu’on a considé- 
rée. Or, en éliminant^- entre (22) et (a 3 ) , on trouve 


( 2 4 ) t 2' — Z = P {*' — X) + q{y' — y); 

équation du premier degré par rapport aux variables 
x', y', z ' , et qui prouve que le lieu de toutesles tangentes 
est hien un plan, en général. Cette conséquence ne 
pourrait être infirmée que dans les points singuliers qui 

« 4 - 
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feraient prendre aux dérivées partielles p et' q la forme 

-- : comme cela arrive au sommet d'un cône, ou bien en- 
o 

core dans une surface de révolution dont le méridien 
coupe Taxé sous un angle Oblique , et pour le point de 
cette surface qui est sur l’axe môme : voyez la Géométrie 
descriptive, n° 97. , 

267. 11 importe d’observer que l’équatio.n (24) restera 
de môme forme, quand bien même les coordonnées se- 
raient obliques ; puisque lé tliéoi-ème du n° 264 est éga- 
lement 'vrai dans ce cas, et que l’équation de la tangente 
à une courbe plane , doit encore avoir pour coefficient de 
l’abscisse la dérivée de l’ordonnée. 

268. Lorsque l’équation de la surface sera donnée sous 
la forme 

» v , é 

(25) F (x, y, z) — Q, 


on sait qu’en la diflerentiant successivement par rapport 
aux variables indépendantes x et y , on obtient 


d¥ 

dx 



d_F 

dy 



«i donc on tire de là les valeurs de p et de 9, pour les sub- 
stituer dans (a4}> l’équation du plan tangent prendra la 
forme plue générale • ’ . . 


, . , d¥ . , . d$ </F 

(26) (X' - x) — + {y -y)- + {z —z)— = Q,; 


ce qui justifie la remarque qui termine le n° 265. 

269. On pourra, comme aux n os 262 et 263, faire ser- 
vir cette équation à trouver - la courbe de contact d’un 
cône ou d’un cylindre circonscrit à-la surface (25);' mais 
au lieu de Te venir sur ces questions, nous ferons obser- 
ver qu’un peut aussi déduire de là le contour de la pro- 
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jection d’une surface sur un plan donné , par exemple sur 
le plan XY. Cette recherche, qui est indispensable dans 
plusieurs problèmes de Géométrie, revient à déterminer 
la courbe de contact d’un cylindre circonscrit et perpen- 
diculaire au plan XY ; par conséquent, pour tous les 
points de cette courbe, le plan tangent de la surface 
sera parallèle à OZ , et dès lors son équation générale 
(26} ne devant plus renfermer la variable z' (n° 8), on 
aura la condition ~ 


dY 



laquelle, jointe à F ( x , y, z) = o, déterminera la ligne 
de contact dans l’espaGe; puis, si l’on élimine z entre 
ces deux équations , on obtiendra la courbe demandée 
sur le plan XY. 

270. La normale d'une surface étant la droite per- 
pendiculaire au plan tangent, et menée par le point de 
contact ( x , y, z) , elle aura des équations de la forme 

x' — x =z a (z’ — z), y'— ■ y *=b(t' — 

mais les conditions trouvées n° 47, pour exprimer qu'une 

droite et un plan sont perpendiculaires, fourniront entre 

l’équation (24) et les précédentes , les relations 

, • < " 
a = — p, b = — q\ 

de sorte que les équations de la normale deviendront 

(27) *'•— < •■x -t- /»(«'—* z) == o, y' -~y -y- q{z' — î)=a>. 

Les angles a*. S, y, formés par cette droite avec les 
de mi -axes coordonnés positifs, seront donnés (n." -27^ 
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(28) 


Lcos a =: 


f cos 7 


7 ==—==, 6096=—= , , 

V/>’ 4- Ÿ 1 4- 1 V '/»’ + î’ + , 

I 

v(p’ -+- 7 1 4- 1 


dans lesquelles le radical pris positivement se rapporte 
toujours (n° 28) à la portion de la normale qui fait un 
^ngle aigu avec le demi-axe OZ. Si , d’ailleurs , on sub- 
stiftte ici les expressions de p et de q (n° 268) en fonction 
des dérivées partielles de l'équation F(x, j", z) = o, les 
valeurs des cosinus précédents se présenteront sous la 
forme 

. , 1 dV , irfF 1 rfF. 

(aq) cos a = — — , . C os 6= t _, cos 7 = --. 


où V désigne le radical 

y* » 

271. Ed terminant ce chapitre, nous ferons plusieurs 
remarques importantes sur la position du plan tangent , . 
relativement à la surface. D’abord , il ne faut pas s’atten- 
dre qu’il n’v ait jamais entre eux qu’un seul point de 
commun ; cette circonstance , qui ri’esl point du tout es- 
sentielle à la définition du plan tangent (n° 258), se ren- 
contrera , il est vrai , dans les surfaces convexes en tous 
leurs points ; mais, dans les autres cas, ce plan pourra 
couper la surface , et même la couper suivant une courbe 
qui passe par le point de contact, ce qui ne l’empêchera 
pas de renfermer les tangentes à toutes les courbes menées 
par ce point; de sorte qu’en cet endroit il sera vérita- 
blement tangent, et sécant' partout ailleurs. On en voit de 
fréquents exemples dans la Géométrie descriptive, et entre 
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autres dâns les stfrfàces annulaires, lorsqu’on choisit le 
point de contact sur la nappe intérieure. 

272. En second Heu , toutes les fois que la surface sera 

réglée, c’est-à-dire qu’elle admettra une génératrice rec- , 
tiligne, cette droite, qui est elle-même sa propre tan- 
gente , devra être contenue tout entière dans le plan 
tangent ; et s’il existait doux génératrices de ce genre, pas- 
sant l’une et l’autre par le point donné, elles détermi- 
neraient, par léur ênsemble , lé plan tangent relatif à 
leur p'oint de section; c’est ce qui arrive dans l’hyperbo- 
loïde à une nappe, et dans le paraboloïde hyperbolique. 

Mais il importe beaucoup d’observer que les surfaces ré- 
glées se divisent en denx classes, qui présentent une 
différence essentielle dans leur contact avec le plan tan- • î 
gent. ’ 

273. Si la surface réglée est gauche, c’est-à-dire si la 
génératrice rectiligrie se meut de • telle sorte que deux 
positions voisines AM et A'M', quelque' rapprochées 
qu’on les suppose , ne se trouvent pas sitilées dàns un 
même plan, alors les plans tangents relatifs à deux points 

• M et N pris sur une même génératrice AMN , renfermé- Fio. 33. 
ront tous deux cette droite, mais ils seront distincts Hun 
de l’autre ; car le premier contiendra la tangente MT à 
la section quelconque MM'.P, et. le Second la tangente NV 
à la section NN'Q.’Or, comme la droite mobile, en pas- 
sant de la position AMN à la position infiniment voisine 
A'M' N', doit nécessairement s’appuyer toujours sur ces 
courbes qui ont arvec leurs tangentes un élément de com- 
mun, cette génératrice peut être regardée, dans- cet in- 
tervalle, comme glissant sur les tangentes MM'T, NN'-V ; 
et par conséquent celles-ci ne saliraient être dans un 
mênte plan , dès que les droites AMN et A'M- N' ne rem- 
plissent pas cette condition; donc , enfin , le plan ÀMT ne 
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coïncide point avec le plan ANV. Concluons de là que, 
dans une surface gauche , les plans tangents . relatifs 
aux divers points d'une meme génératrice rectiligne, 
passent tous par cette droite, mais sont distincts les uns des 
autres et chacun ne touche la surface qu’en un point, 
tandis que partout ailleurs il est sécant. Ces circon- 
stances se présentent, par- exemple, dans i’hyperboloïde 
à une nappe et dans le pacabolojde. hyperbolique* 

274. Au contraire, quand la surface réglée sera déve- 
loppable, c’est-à-dire qu’elle sera engendrée par une 
droite assujettie à se mouvoir de telle sorte que deux 
positions consécutives soient toujours dans un même 
plan, alors les plans tangents AMT et ANV coïncideront 
34. complètement; car les deux tangentes MT .et NV, ayant 
chacune un élément MM' ouNN' commun avec les cour- 
bes-MP ou NQ , s’appuieront nécessairement sur les deux 
génératrices infiniment .voisines AMN et A'M'N'. Or, 
comme celles-ci sont, par hypothèse , dans un même 
plan, les tangentes MT et NV rempliront aussi cette con- 
dition , et* par suite les plans tangents AMT et ANV se 
confondront l’un avec l’autre. Ainsi, dans une surface 
développable , c’est un setd et même plan qui touche la 
stafuoe tout le long de chaque génératrice rectiligne. 

273. Comme les diverses génératrices A, A', A",. . . 
{fig- 34) sent ici deux à deux dans un même plan, il est 
évident qu’elles se couperont consécutivement en des 
points m, m', m ",... , qui formeront une courbe à la- 
quelle -chacune des génératrices sera tangente, et que l’on 
nomme arête de rebroussement de la surface dévelop- 
pable. i . .. , , 

Dans les cylindres, cette arête, «fo rebroussement est 
tout entière à l’infini ; et dans les eônes, elle se réduit à 
un point, qui est le sommet. 
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276. Enfin, puisque les éléments superficiels (*) com- 
pris entre A et A', A' et A", . . . sont plans, on pourra 
faire tourner successivement chacune de ces faces autour 
de la droite qui lui est commune avec la suivante, et les 
étendre toutes sur un plan , sans que la surface ait éprouvé 
de fractures. Elle sera ainsi développée, eu conservant la 
môme superficie; et la dénomination de surfaee déve- 
loppable dérive de cette propriété, qui , évidemment, ne 
saurait appartenir aux surfaces gauches (n° 273), quoi- 
qu’elles soient aussi réglées. Pour compléter ces notions 
succinctes, nous renverrons aux livres III et VILdu Traité 
de Géométrie descriptive. 

. : £ . 

(*) Il faut se garder de donner le nom d 'éléments aux génératrices, 
car toujours les éléments d’une grandeur doivênt.étpe homogènes avec 
celle-ci ; ainsi les éléments d’une surface sont d’autres petites surfaces. 
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CHAPITRE XIV. 


Génération def Surfaces par le mouvement d'une ligne 
assujettie à glisser sur une ou plusieurs directrices. 


277.' N dus avons déjà rencontré , dans ce qui précède, 
divers exemples de surfaces engendrées par une droite ou 
par une courbe, qui, en changeant de position et même 
de forme, s’appuyait constamment sur une ou plusieurs 
directrices fixes $ il sera donc facile maintenant de géné- 
raliser les considérations qui nous ont servi dans ces cas 
particuliers, et de les étendre à une génératrice repré- 
sentée par les équations 

(«) / (•*>/» ?>••-) = °> 

(») *, «, 6,7 ,. ..) = o. 

L 'espèce de cette courbe est déterminée , parce que les 
fonctions^ et f sont censées connues de forme ; mais 
comme elles renferment n constantes arbitraires, ou pa- 
ramètres variables a, 6 , y,. . ., la position, les dimen- 
sions , la courbure de la génératrice changeront , en gé- 
néral , avec les diverses valeurs que l’on attribuera à ces 
paramètres. Or , si l’on faisait varier ceux-ci d’une ma- 
nière arbitraire et indépendamment les uns des autres , 
la ligne mobile parcourrait un lieu solide , qui pourrait 
même souvent remplir tout l’espace; car en supposant 
d’abord que a seul varie, el éliminant cette quantité' entre 
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(i)et (2), oh aurait un résultat 

• t 1 1 ' 

qui conviendrait à toutes les positions de la génératrice 
correspondantes aux diverses valeurs de « : rirais ce résultat 
lui-même représente une infinité de surfaces aussi rap- 
prochées qu’on voudra les unes des autres , et qui s’ob- 
tiendront en faisant varier de zéro à ±00 , d’abord 6 , 
puis y . (*). Par conséquent, l’on n’obtiendrait ainsi 
aucune surface déterminée ; au lieu que sr Pbn assu- 
jettit la ligne mobile (i)et(a) fr s’appuyer constamment 
sur n — 1 directrices données, ces conditions établiront 
entre les n paramètres, n-— 1 relations qui u’en laisse- 
rait plus qu’un d’arbitraire , et le mouvement de la géné- 
ratrice sera complètement réglé. 

278 . Soient , en effet , 

(3) V(x,x, z) = 0 , (4) F, (x, z) — o', . 


(*) Par exemple, le cercle représenté par 

I 

r* + (* — 6)* = R* — a*, x — a = 0 , 
donne , par l'élimination de a, l’équation 

x'-t-r’ -+-(«- S)* = R ’» 

qui appartient à une infinité de sphères d’un rayon constant, et dont les 
centres, situés spr l’axe des *, s’obtiennent en faisant varier S de zéro 
à± os ; donc celte équation convient à tous les points du solide cy Hy- 
drique qui a pour axe OZ , et pour rayon R. De mime , Je cercle mobile 

x = k, 

conduit & l’équajtion 

x’ ri-j-’-t-*’ = 6’ -i-R*, 

laquelle appartient à tous les points de l'espace indéfini qui se trouve en 
dehors de la sphère du rayon R, et dont le centre est à l'origine des coor- 
données. 
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les équations de la première directrice, Pour exprimer 
que la ligne mobile a , dans toutes ses positions , un point 
de commun avec cette directrice, il faut écrire que leur» 
quatre équations sont satisfaites par un même système de 
valeurs attribuées à x, y, or cela exige qu’en élimi- 
nant ces trois coordonnées dure les équations (i), (?), ( 3 ) 
et (4) i l’équation finale , qui sera de la forme 

*(«,6,7,..'.) = o, 

soit vérifiée par les valeurs qu'on attribuera aux constantes 
a, ë, y , . . . : par conséquent, cette équation de condition 
établit déjà entre les paramètres la dépendance nécessaire 
pour que la génératrice s’appuie constamment sur la pre- 
mière courbe, assignée. Mais chaque nouvelle directrice 
fournira semblablement une relation entre «, 6, y , . . .5 
de sorte que pour représenter complètement la généra- 
trice s’appuyant sur les/i — 1 directrices, il faudra pren- 
dre le système des rc-f-i équations suivantes: 


(0 

/ (•*,/» 2» «,6,7 • 

• •) = 0, 

(2) 

f (x , y, z, a, 6, 7,. 

• •) = °> 


* («» 6, 7, 

..) = 0, 


*l(«, 6, ?, ! • 



*,(«,6,7, 

• •) = °, 


Or, comme il n’y reste plus évidemment qu’un seul pa- 
ramètre, a par exemple, qui puisse recevoir des valeurs 
arbitraires , il s’ensuit que , pour obtenir le lieu de toutes 
les positions de la génératrice , on devra éliminer « entre 
les équations fi) et (2), après y avoir substitué les valeurs 
des autres paramètres en fonction de celui-ci ; ce qui re- 
vient à dire qu’il faudra généralement éliminer les n cons- 
tantes « , ë, y, . . . entre les n -+-1 équations précédentes. 
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D’ailleurs,- comnie le résultat (le cette élimination sera 
une équation unique où H ri’ entrera' plus aucuile' arbi- 
traire, il en résulte que la courbe mobile aura bien 
décrit, dans son mouvement, une surface déterminée. 

279. 1 Dans 1 le cas assez fréquent où l’on m'assigne 
qu’une seule directrice , 

F(x,/,s) = o, F, {x,y, i) =o, 

et où par conséquent la ligne mobile ne doit renfermer 
que deux paramètres arbitraires, cette génératrice sera 
représentée, dans une position quelconque, par le sys- 
tème 

/{x,/,' z, a, 6 ) =i= ô, 
f(x,y, z, a, ë) = o, 

4> (a , 6 ) = o , ou bien ê = j (a). 
„ / 

De sorte que si l’on résout les équations f=o, =o, 

par rapport au* constante», il s’agira d’éliminer a et 6 
entre, trois équations de la ferme . . 

(5) « = <*, v = ë, 6 = ç. (a) ; 

ce qui donnera pour l’équation d^ la surface . 

( 6 ) v («), ou biep *(«,.*) = o. . 

Remarqubrfs ici. que u et v désignent deux grôupes en x, 
y, z, qui ne changeront jamais pour toutes les surfaces 
d’une même fariùïïe, c’est-à-dire pour céllés qui , admet- 
tant la même génératrice [/, ne diffèrent Fume <fc 
l’autre que par l’espèce de la directrice [F, F ,] 5 tandis 
que la fonction <f , qui dépend évidemment de F et de F, , 
changera avec chacune des surfaces individuelles de cette 
famille. Ces distinctions vont s’éclaircir par les exemples 
suivants. 

280. Surfaces cylinbiùQubs. Elles sont engendrées 
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par une droite mobile qui reste parallèle à une direction 
donnée , eu glissant sur une directrice fixe . . . 

F ( x , y, *) = ». F. (■*> y > 2) = o ; 

par conséquent , la génératrice aura des équations de la 
forme 

x = mz -f- a , = nz -+- é , 


dans lesquelles m et n seront des constantes données et 
invariables , tandis que a et 6 seront les paramètres arbi- 
traires; mais ceux-çi seront liés entre eux par une rela- 
tion 6 = <p (a), qui , dans chaque exemple , se déduira , 
comme nous l’avons dit, des quatre équations précédentes 
par l’élimination des coordonnées. Ainsi les équations (5) 
deviendront alors 

x — mz = ce, X — nz = 6; 6 == ? (c) ; 

et en éliminant a. et ë entre ees‘ trois- dernières, la sur- 
face cylindrique sera représentée généralement par 

[’]) y — nz = <f (x — mz). 


On voit qû’ici les quantités u et £ sont les binômes 
x — mz et y — nz , qui resteront de même forme potir 
tous les cylindres possibles , tandis que la fonction <f chan- 
gera avec la directrice particulière qu’on aura adoptée. 

281 . Appliquons cette méthode au cylindre qui aurait 
pour directrice l’ellipse 



z =c'o 



Pour exprimer qûe la génératrice ‘ 

f ' , 

x ~ mz -f -a, x — nz -X ë 


a toujours un point de commun avec cette courbe» on 
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élimine x, y, z entre ces quatre équations , et, l’on, ob- 
tient la relation 

a" g» _ 

ÂJ + B> — *’ 


laquelle tient lieu de 6 = <f (a) ; puis , sans la résoudre 
par rapport à 6 , on élimine a et o entre les trois der- 
nières équations , et jjl vient pour le cylindre demandé 

(x — mzY [y — nz)' _ ' 

A' ■*" B’ 

282. L’équation des cylindres, sous la forme ( 7 ), est 
dite l 'équation en quantités finies ; mais on peut en ob- 
tenir une autre qui soit même indépendante de la direCr 
trice, ou de la fonction f qui seule caractérise cette 
courbe dans chaque cas particulier. Pour y arriver, j’ob- 
serve que l’équation ‘ . 

(7) • y — nz. = ? (x — mz ) , 


renfermant deux variables indépendantes, xeiy, peut 
être différentiée successivement par rapport à X et z , ou 


dz 


par rapport h y çtz donc , en désignant topjpurs — 


et ^ par p et cf , et par <]>' la 'dérivée 'de la fonction ÿ, 


on obtiendra 


np = (1 — mp).q' ( x — mz). 


I rtq = mq .if' (x — tnt). > 

• . , , U 

Or, entre les trois équations précédentes , on peut élimi- 
ner <f et f' qui seules varient pour diverses surfaces cy- 
lindriques ; et même , comme les deux dernières np con- 
tiennent qpe f!, si on les divise l’une par l’autre, on aura 

* • ' np i,- — mp • 1 t'; 

• • ; l nq mq ’ * .Vi • 



Ifc* 


• T 


I. -s 


1 •* 


324 i 

d’où l’on tire 


CHANTRE XIV. 


( 8 ) 


mp + nq = i. 


équation aux différences partielles qui couvicntà toutes 
]es surfaces cylindriques, quelle qu’en soit la directrice. 
283. On aurait, pu obtenir directement l’équation (8) 


f en exprimant que dans ces surfaces, les divers plans tan- 

F* ' ‘ ' 




gentSj dont chacun renferme (n° 272) une génératrice du 
cylindre , sont tous parallèles à la droite 

x—mz, y = nz. 

En efiet, si l’on appliipie à l’équation générale du plan 
tangent pour une surface quelconque , 

z’ — z = p (*' — x) + q(y — y) = o, 

*'*••*• 

la condition trouvée au n° 45 , on obtient pour le carac- 
tère général de tous les cylindres , 

mp + nq — i = o , 


« , % 

rplalion identique .avec l’équation ( 8 ). 

284. L’équation ( 8 ) peut servir plus commodément que 
U formrile ( 7 ) , h reconnaître si une sûrfaçe donnée L = o 
est cylindrique ou npn. Pour cela, on tire des équations 


dL 

dx 


dL 


dz 


P =° 


dL dL 


dy + dz q = °’ 


les valeurs des dérivées p et q, pour les substituer dans 
( 8 ), et il faut évidemment que le résultat 


(9) 


dL dL dJL 

m-~ 4 - n —■ ■+■ — 

dx. • dy dz 


soit vérifié pour tous les points de la stirface L, c’est-à- 
-dire quelles que soient les valeurs de x, y, z ; mais 
comme on ne connaît pas à priori les quantités ni et n , 


* 


• -- - 
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on égalera à zéro les coefficients des diverses puissances 
des coordonnées, et l’on examinera si l’on peut satisfaire 
à ces conditions par des valeurs réelles de ru et de n. 

Admettons, par exemple, que L = o soit l’équation 
générale des surfaces du second degré ; alors l’équation (9) 
deviendra 

ni H-C) h(A>-*-B''x-i-Bï-hC') -+- (A"z4-B'rH-Br-i-C'') = o; 

et comme ce résultat doit être vérifié pour toutes les va-- 
leurs de x, y, z , il faudra poser 

A ni -J- B w n -H B 7 — o , 

A ’n -4- B "m 4- B = o , 

A" 4- B ’m -+- Bn = o , 

C/72 -f" G'/î ~f" C! — O ! 

de sorte qu’en calculant m et n par les deux premières 
de ces équations, et les substituant dans les autres, on 
aura , pour exprimer que la surface du second degré est 
cylindrique , les deux conditions 

AB’ 4- A'B' S 4- A"B"’ — AA' A" — aBB'B" = o , 

C (A' B' — BB") + C' (AB — B'B") 4- C" (B" J — AA') = o , 

qui conviennent effectivement aux trois genres de sur- 
faces dont nous avons parlé dans les n 08 245, 246 et 247. 

285. Quelquefois on n’assigne pas immédiatement la 
courbe directrice d’un cylindre, mais on exige qu’il soit 
circonscrit à une surface donnée L = o; alors il faut 
commencer par chercher la ligne de contact de ces deux 
surfaces. Or, pour tous les points de cette ligne, les plans 
tangents seront communs ; et par sujte les dérivées p et 
(/ , qui seules déterminent l’inclinaison du plan tangent, 
devront avoir les mêmes valeurs dans le cylindre et dans 

i5 





/ 



H 


4 
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A 
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la surface L. Par conséquent ; si des équations 


d L d L 
~dx ~ i ~dT , '~ 


o. 


d L 
dy 



o. 


on tire les valeurs de p , q , pour les substituer dans l’é- 
quation ( 8 ), cette dernière devra être satisfaite, et l’on 
aura, comme ci-dessus. 


rfL d L d L 

~di ^ " ~dÿ ~'~dz = °' 

Mais ii'i cette relation n’est plus vraie pour des valeurs 
quelconques de X, y, z; elle ne subsiste que pour les 
points de la ligne de contact cherchée, et c’est setdement 
l’équation d’une surface qui contient cette courbe. Or, 
comme la surface proposée la contient aussi , il- s’ensuit 
que l’ensemble des équations ( 9 ) et L = o, détermine 
complètement la ligne de contact, qui devient alors la 
directrice représentée au n° 280 par F =0 et F, = 0 ; 
ensuite le reste du calcul s’achèvera comme dans cet 
article. 

286. Cherchons, par exemple, le cylindre qui serait 
circonscrit à l’ellipsoïde 

Ax ! ■+■ A 'y- -4- A "z 1 — 1 , 

et dont les génératrices auraient toujours une direction 
marquée par les constantes données m et n. La courbe de 
contact sera déterminée -par l’équation précédente, jointe 
à l’équation ( 9 ) qui devient ici 

Amx -f- K'ny -f- A "z = o , 

et ce résultat s’accorde avec ce que uous avons trouvé 
n” 268. Cela posé, et» combinant ces équations avec 

x — mz •+- a , y ■= nz -y S , 
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pour éliûiiner x, y, z , on obtiendra la relation qui doit 
exister entre a et 6 , savoir, 

(A a’ -4- A' 6 » — i) (km 1 -+- AV 4 - A" ) = {km* ■+■ A'nê ) 1 ; 

puis il reste à substituer ici les valeurs de a et 6 tirées des 
équations de la droite, ce qui donne pour l’équation du 
cylindre 

[A (x — mzf -+-* A' (y — «*)’ — i] (Am 1 4- AV 4 - A" ) 

= [. km {x — mz ) H- A'/i (y — «z)] s . 

Mais, parmi les diverses réductions que peut subir ce ré- 
sultat , nous adopterons la transformation suivante : si au 
second membre on ajoute la quantité A “z — A "z, il de- 
viendra 

[(Amx 4 - k'ny 4 - A"*) — (A/n 1 4 - AV 4- A") a] 1 . 

Or, en développant le carré de ce binôme, puis transpo- 
sant les deux derniers termes dans le premier membre de 
l’équation du cylindre, celle-ci prendra, après quelques 
réductions évidentes, la forme remarquable ,t* 

(A * 1 4- k’y’ 4 - AV — i) (km 1 4 - AV 4- A") 

= (Ami 4- k'ny 4- k"z)\ . 

par laquelle on voit manifestement que ce cylindre touche 
l’ellipsoïde le long de la courbe située dans le plan 
Ami 4- k'ny 4- k"z ’= o. 

D’ailleurs, si l’on désigne par R le demi-diamètre de l’el- 
lipsoïde , qui serait parallèle aux génératrices du cylindre, 
sa longueur s’obtiendra évidemment en combinant les 

équations t 

R> = V 4- y* 4- x = mz, y = nz 

avec celle de l’ellipsoïde; ce qui conduit- à 

_ m} 4 - ri 1 4- 1 

R1 = km 1 4- AV 4- A"’ 

i5. 
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On pourra donc introduire ce rayon vecteur dans l’équa- 
tion du cylindre ; et même si , pour plus de symétrie, on 
appelle X , fj . , v , les angles qu’ilfait avec les ares , on aura, 
comme on sait, 

cos X cos U 

m = , n = !- , 

COS V COS v 

et l’équation du cylindre deviendra enfin 

Ar* -+- A'r* -4- AV — 1 =s H’ (A* cos X ■+■ A 'y cos /ut -t- A "z cos v)*. 

t 

287. Surfaces comiques. Elles sont produites par le 
mouvement d’une droite qui , passant toujours par un 
point fixe (a, b, c), s’appuie constamment sur une di- 
rectrice donnée 

F (x, y , z) = o, F, (x, y, t) = o. 

Par conséquent, la génératrice sera représentée ici par 

'.?x — a = a(* — c), y — è = g (z — c); 

mais il faudra (n° 278) y joindre une relation 6 — <p («), 
qui, dans chaque exemple particulier, s’obtiendra par 
l’élimination des coordonnées x , ÿ, z entre les quatre 
équations précédentes , et alors les trois équations (5) de- 
viendront 



de sorte qu’en éliminant a et ê entre ces dernières,. l’é- 
quation générale des surfaces coniques sera 



Lorsque le sommet sera situé à l’origine des coordonnées, 
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cette équation se réduira à 
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; '* 


ce qui revient à dire que des trois quotients -, -, î, 

. . x y y 

deux quelconques sont fonction l’un de l’autre ; et par 
conséquent l’équation sera homogène. 

288. Prenons pour exemple un cône dont le sommet 
aurait pour coordonnées a , b , c , et dont la directrice se- 
rait l’ellipse 



En éliminant x, y, z entre ces équations et celles de la 
génératrice 

x — a = a (z — c) , y — fr = 6 (z — c), 

011 aura la relation qui doit exister entre a et ë , savoir, 

( a — ac)’ _ ( b — 6 c )‘ _ 

1 55 — ’’ 


puis éliminant « et S entre les trois dernières équa- 
tions, il viendra pour l’équation de la surface conique , 

(as- ex)' (. b* — cy)' _ 

A 1 B’ ' ; ' 

On pourrait en déduire le cylindre trouvé 11 0 281 , en 
divisant les deux membres par c’, puis posant 

a b 

- = m, — — n et c — oc . 

c c 

289. Si l’on veut que le cône devienne droit, il suffira 
de poser 

A = B, a — o, b — o; 


y 
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alors l’équation précédente se réduit à 

A J . , 

x 1 ■+■ y 1 = — (z — cy = (z — c)* tang ‘ », 

où co désigne l’angle constant formé par chaque généra- 
trice avec l’axe. Au surplus, cette équation se retrou- 
vera immédiatement chaque fois qu’on en aura besoin , 
si l’on remarque que le triangle rectangle formé par l’axe, 
avec le rayon vecteur abaissé perpendiculairement d’un 
point quelconque x, y , z de la surface, donne évidem- 
ment la relation 



290. Pour obtenir l’équation aux différences par- 
tielles des surfaces coniques, il faut éliminer la fonction ij> 
qui change de forme avec la directrice particulière 
qu’on adopte. Or, si l’on différence l’équation (io) tour 
à tour par rapport à a: et z, et par rapport à y eu, on 
trouve 

— {y — b)p __ z — c — (x — a)p 

(z — c y (z — c y ' T 

z — c—{y — b)q _ — (x — a)g , l x — a \ 

(z — c)’ ( z — cy ? \z — c) ' 

puis en divisant ces résultats l’un par l’autre , la fonc- 
tion cp’ disparaît , et il reste 

(.X — b )P _ z — c — {x — a)p 
z — c — (y — b)q (x — a)q 

ou , en réduisant , 

(n) p{x—a) + q{y — b)=z—c. 

291 . Cette équation des surfaces coniques aurait pu 



♦ 
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s’obtenir on exprimant qu’ici les divers plans tangents, 
dont chacun renferme (n° 272) une génératrice rectiligne, 
doivent passer tous par le sommet dont les coordonnées 
sont a, b, c. En effet, l’équation générale du plan tan- 
gent 

z' — z = p(x' — x ) -h q{y' — y) 

• . ' 

devra alors être vérifiée par x' — a, y' = b, z' = c; 
ce qui conduit à une relation identique avec (il). D’ail- 
leui’s ou pourra faire servir celte équation (n) à recon- . 
naître si une surface donnée L = o est conique, par une 
marche analogue à celle que nous avons employée au 
n° 284; mais ici les quantités a, b,c seraient les incon- 
nues auxquelles il faudrait appliquer ce que nous avons 
dit alors de m et de n. 

292. Lorsqu’au lieu d assigner immédiatement la di- 
rectrice [F, F,], on exige que la surface conique soit 
circonscrite à une surface donuée L = o , il faut com- 
mencer par chercher la ligne de contact des deux sur- 
faces. Or, comme les plans tangents seront évidemment 
communs pour tous les points de cette courbe , les déri- 
vées p et q déduites de L = o , devront vérifier l’équation 
(n); par conséquent la ligne de contact cherchée sera 
représentée par le système 


L = o, (x — a)^ + ( i y — b)^+(z — c)— — o-, 


dy 


alors , en prenant ces deux équations pour tenir lieu de 
F = o et F, = o, on achèvera le calcul ainsi qu on la 
dit au n° 287 . 

293. Si la surface L = o est un ellipsoïde représenté 
par 

AV -t- A y -h AV = I, 
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la courbe de contact sera déterminée par cette équation 
jointe à la suivante f 

(12) Ax(x — a) 4- A 'y {r — è) 4 - A"z(z — c) = o ; 

mais celle-ci, combinée avec la première, donne 

( 1 3) Aux + A'by 4- A "cz = 1 , 

ainsi nous pouvons employer (12) et (1 3 ) pour définir la 
ligne de contact. 

Cela posé, il faut exprimer que la génératrice a tou- 
jours un point de commun avec celte courbe , en élimi- 
nant x, y, z entre les équations (12), (i 3 ) et les sui- 
vantes 

x — a = a(z — c), y — b — 6(z — c) : 

or, si l’on substitue d’abord les valeurs des seuls binômes 
x — a et y — b dans (12), cette équation deviendra 

(i4) Aax A' S y 4- A"z = b ; 

et alors l’élimination de x , y, Z entre ( 1 3 ) , (i 4 ) et les 
équations de la droite s’effectuera aisément, et donnera 
la condition 

(A«* A'«* h- A") (Au* 4 - A'A* -+- AV- - 1 ) = (An* -+- A'A6 -+- A ’c)‘. 

11 reste maintenant à substituer ici les valeurs de a et S, 
tirées des équations de la génératrice, ce qui donne pour 
la surface conique demandée , 

[A(x — a) 2 4- A' {y — b) 2 4- A "(z — c 2 )] (A à‘ 4- A! b 2 -P A "c 3 — 1 ) 
= [A a(x — a)4- A'b[y — b) 4- A"c(z — c)] ! j 

mais si l’on observe que le second membre peut s’écrire 

[(Aax 4- A'by + A "cz — 1) — (A a 2 4- A 'b 2 4 - A "c 2 — i)] 1 , 

puis, si l’on développe le carré de ce binôme, et que l’on 
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transpose les deux derniers termes dans le premier mem- 
bre , l’équation du cône deviendra , après quelques réduc- 
tions évidentes , 

A . 

(Ax 1 -+- K' y 7 -|- A "z 1 — i) (A a 7 -+- h' b 7 + À'V — i ) 

= (Aax-t~ A'by A "ci — i) ! . 

Sous cette forme, on voit manifestement que le cône 
touche l’ellipsoïde le long de la courbe plane représentée 
par l’équation (i3). D’ailleurs, en appelant S la longueur 
de la droite qui joint le centre de l’ellipsoïde avec le som- 
met du cône, et R la portion de cette ligne qui forme un 
demi-diamètre de l’ellipsoïde, on trouvera aisément que 
le coefficient constant du premier membre a pour valeur 

C2 DI 

Aa 1 — f- A'ô 1 — |— A "c 1 1 = — — — . 

294. Surfaces de révolution. On les définit ordinai- Fie. 35. 
rement comme produites par le mouvement d’une courbe 
MM', qui tourne autour d’un axe fixe AC , de telle sorte 
que chaque point M décrit un cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à l’axe, et dont le centre est sur cet axe : 
cette génératrice MM' ne coïncide avec le méridien de la 
surface , qu’autant qu’elle est tout entière située dans un 
plan passant par AC. Mais, d’après cette définition, les 
surfaces de cette classe n’admettraient point une généra- 
trice d une espèce constante , puisque la courbe MM' 
changera avec chaque surface individuelle ; au lieu que si 
l'on regarde la surface comme engchdrèe par un cercle 
CM , dont' le centre se meut sur AC , tandis que son 
plan reste perpendiculaire à cet axe, et dont le rayon 
croit ou décroît de manière que la circonférence ren- 
contre toujours la courbe MM', alors le cercle mobile de- 
vient une génératrice d’une espèce constante et commune 
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à toutes les surfaces de révolution, et la ligne MM' n’est 
plus qu’une directrice variable qui distingue chaque sur- 
face particulière. Exprimons donc par l’analyse ce se- 
cond mode de génération , qui d’ailleurs est une suite né- 
cessaire de la délinition primitive. 

295. Représentons la directrice MM' par 

4 

F (*> r> 3) = O , F, (x, y, z) = o, 

et l’axe de révolution que nous supposons mené d’un cer- 
tain point (a, b, e) dans une direction connue , par 

x — a — m(t — c), y — ■ b = n (s — c); 

alors un quelconque des parallèles de la surface pourra 
être regardé comme l’intersection d’un plan perpendicu- 
laire à l’axe AC, avec une sphère dont Je centre serait 
sur cette droite ; par conséquent ce cercle aura des équa- 
tions de la forme 

(15) mx 4- njr -+- a = 6 , 

(16) (x — a) 1 H- (y — b)' -f- (z — c) 1 — a. 

Cependant, pour qu’il soit véritablement un parallèle de 
la surface, il faut y ajouter une relation 

6 = tf (a) 

propre à exprimer que ce cercle a , dans toutes ses posi- 
tions, un point de commun avec la directrice" MM'; et 
cette relation s’obtiendra , dans chaque exemple , eiî éli- 
minant x , jr, z, entre les quatre équations (i5), (16), 
F = o et F, = o. Cela posé , il restera à éliminer a et ê 
entre les trois équations de ce parallèle, et l’on obtiendra 
pour la surface de révolution , 

(*7) 2 -I- mx -+- ny — ? [(x — a )* -+- {y — è) s 4- (2 — c)']. 


a 
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296. Lorsque l’axe de révolution est pris pour Taxe 
des z , on a m — o , « = o ; et comme alors on peut pla- 
cer le centre (a, b, c) de la sphère à l’origine même, 
l’équation précédente se réduit à 

Z =?(*' +^ + ‘1. , 

laquelle pourra toujours être ramenée à la forme 

Z = \]f(x 3 -f- y*}. 

Mais, dans ce cas particulier qui arrive fréquemment, il 
est plus simple de regarder immédiatement chaque paral- 
lèle comme l’intersection d’un cylindre droit avec un . 
plan perpendiculaire, c’est-à-dire de prendre, au lieu 
des équations (i 5) et'(i 6 ), les suivantes 

2 = g, x 1 -h y* = a; 

et en y joignant toujours la relation 6 = 0 (a) , qui s’ob- 
tiendra comme ci-dessus, on arrivera directement à 

z = ? (x>4 (./>). ■ . 

297. Prenons pour exemple la surface décrite autour 
de l’axe OZ , par la droite quelconque 

.v = Az -h h , y = Bz -+- k . 

Ces équations , qui remplacent ici F = o , F, = o , étant 

combinées avec celles d’ün parallèle 
> % , . 

2 = 6 , x 3 -f -y-— a, 

donneront , par l’élimination des coordonnées , la relation 
(A 6 4 - h) 1 (Bê 4 - ky = a ; 

et si entre les trois dernières équations , on élimine et et 6 , 
on trouvera pour la surface demandée 

(Az 4 - hy -f- ( Bz 4 - k)‘‘ = x s 4 - r 3 , 
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ou bien 

•r» + y 2 — (A 1 -h B’)z> — a(A h -f- B*> = A* - f- A J , 

résultat (pii appartient évidemment à un hyperboloïde 
à une nappe, dont le centre situé sur l’axe OZ , est facile 
à déterminer. Au surplus, si l’on conçoit qu’on ait pris 
pour axe des x la plus courte distance de l’axe de révolu- 
tion à la droite mobile, celle-ci se trouvera parallèle au 
plan YZ, et il faudra poser dans ses équations A = o, 
k = o ; de sorte que l’équation de la surface devenant ‘ 

x 2 y 2 — B’z 3 = h 2 , 

se trouvera rapportée à son centre. D’ailleurs on voit, que 
le méridien de la surface est effectivement une hyper- 
bole 

y — o, x 2 — B ! z’ = h 2 , 

dont le demi-axe réel est la quantité h qui mesure. ici la 
plus courte distance des trois droites données. (V oyez 
Géométrie descriptive, n° 140.) 

298. Nous ne nous arrêterons point à appliquer cette 
méthode à un méridien elliptique, tel que 



ou à une hyperbole, une parabole; car on retrouverait 
ainsi l’ellipsoïde , l’hyperboloïde.... de révolution : mais 
nous considérerons plutôt la surface annulaire produite 
par un cercle tournant autour d’un axe OZ qui, sans 
passer par le centre , est néanmoins situé dans le plan de 
ce cercle : c’est le tore , qui se rencontre dans plusieurs 
épures de Géométrie descriptive. Représentons donc ce 
méridien circulaire par 

y — o, (x — If -f- z 2 = R 1 ; 
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puis, combinons ces équations avec celles d’un paral- 
lèle 

Z — ë, X ■+■ y* = a, 


pour éliminer x, y, z , et nous obtiendrons la rela- 
tion # 

(yk — />+«> = R*; 


ensuite , éliminons a et 6 entre les trois dernières équa- 
tions, et nous aurons pour la surface annulaire pro- 
posée 

(/•± \]x> + y*)* + a’ = R’. 

Cette équation qui , après la disparition des radicaux , se 
trouvera du quatrième degré, mais qui peut être discutée 
aisément sous la forme actuelle, présentera un noyau 
vide autour de l’axe des z, ou bien une espèce d’eqton- 
noir formé par- la nappe intérieure, suivant que l’on 
aura 

/ > R ou / < R. 

• 

299. Cherchons maintenant Y équation aux différences 
partielles des surfaces de révolution, en éliminant la 
fonction <p de l’équation 

(17) ï+rax + fl/ = f[(x-a)’ + (/ — £)’-+-(*— c)*]. 


Or, si l’on diiférentie successivement par rapport à x 
et z , et par rapport a y et z, on obtient 

p 4- m = [2 (x — a) -t- 2(z — c)p] X 
q + n =z[l(y — b) + z{z — c)î]Xf'| 


puis, en divisant ces dernières équations membre à 
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membre, il vient - 

p y- m x — a -+- p[z — c) 

q -¥ n ~ y — b -\-q[t — c)‘ 

d’où l’on tire 

• < l 

(i8) p \_y — h — n{z — c)"] -*■ q [x — a — m (* — r)l — n (x — a) — m(y — b). 

300. Si l’axe de révolution coïncide avec OZ, nous 
avons déjà dit (n° 290) que l’on devait annuler m, n, a, 
b, c; de sorte que l’équation précédente se réduit à 

»» 

py — qx =r O : 

c’est ce qu’on trouverait immédiatement en différentiant 
comme ci-dessus la dernière équation du n° 290. 

301 . Ou pouvait arriver à ces deux résultats en expri- 
mant que dans cette classe de surfaces , la normale va 
toujours rencontrer l’axe de révolution. Pour justifier 
cette dernière assertion , il suffit d’observer que , quel que 
soit le méridien, le plan tangent dans un point quel- 
conque renferme nécessairement la tangente au parallèle. 
Or, cette droite étant évidemment perpendiculaire au 
rayon du parallèle et à l’axe , qui sont tous deux dans le 
plan. méridien, se trouve donc perpendiculaire à ce plan ; 
d’où, l’on conclut que , dans toute surface de révolution , 
le plan tangent est perpendiculaire au plan méridien 
qui passe par le point de contact. Il en résulte que la 
normale sera contenue dans ce plan méridien ; et, par 
suite, elle ira rencontrer l’axe de la surface. 

Cela posé , la normale à une surface quelconque étant 
représentée (n° 270) par 

— o, y' — y +q(t' —z) = o, 

il faudra, pour qu’elle aille rencontrer l’axe des z que 
nous supposons l’axe de révolution , que les équations 
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précédentes fournissent une même valeur de z' quand on 
v posera x' — o et y ' — o; or, en égalant les deux va- 
leurs de z' données par cette hypothèse , on trouve 

- ■ , ou py — fliir o, 

P 1 

résultat identique avec l’équation citée au n° 300. On 
parviendrait semblablement à l’équation ( 1 8) , en combi- 
nant les équations de la normale avec les suivantes 

x' — a=zm{z' — c), y ' — b — n{z ' — c), 

• . i 

qui ont servi (n° 293) à représenter l’axe de révolution 
dans une position quelconque. 

302. L’équation (i 8) aux différences partielles, peut 
servir à reconnaître si une surface donnée L = o est de 
révolution-, car les valeurs des dérivées p et q , tirées de 


dh 

dx 


d L d L 

dz P ~-° ’ dy 



- devront vérifier l’équation (18), quelles que soient les 
coordonnées x, y, z ; par conséquent, il faudra, après 
cette substitution , égaler à zéro les coefficients des diverses 
puissances de ces coordonnées , ce qui fournira entre les 
constantes inconnues m, n , a , h , c un certain nombre 
d’équatioi\s , qui devront s’accorder pour que la surface 
soit de révolution. Cetfe marche, appliquée à l’équation 
générale du second degré, ferait retomber sur les condi- 
tions que nous avons obtenues autrement dans les n 05 253 
et suivants. 

303. Lorsqu’au lieu de donner immédiatement la gé- 
nératrice d’une surface de révolution , c’est-à-dire la 
courbe MM' qui est véritablement la directrice du cercle 
mobile, on exige que la surface cherchée soit circonscrite 
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à une surface connue L = o, il faut encore commencer 
par déterminer la ligne de contact. Or , en chaque point 
de cette courbe , le plan tangent sera évidemment com- 
mun aux deux surfaces ; ainsi les dérivées p et q , déduites ' 
de L = o, et substituées dans l’équation ( 18 ), devront la 
vériGer, du moins pour tous les points de cette courbe ; 
donc, après cette substitution , l’ensemble des équations 
( 18 ) et L = o représentera complètement la ligue dé con- 
tact, et en la prenant pour la directrice de la surface de 
révolution, on en fera le môme usage que des équations 
F=o, F,=o, dun°265t 

Effectuons les calculs pour le cas où l’axe de révolution 
coïncide avec OZ, et où par conséquent l’équation ( 18 ) se 
réduit à 

py — qx = o : 


en y substituant les valeurs de p et de q , tirées de L = o 
qui donne 


dL 

dx 



dL 

dy 



O, 


on obtiendra pour ] 




L = o, 




304. Par exemple , dans un ellipsoïde dont les diamè- 
tres principaux seraient parallèles aux axes coordonnés , 
la courbe de contact serait représentée par le système 

A (x — af 4- A' (y — b f -f- A" (a — c)> = i , 

(A — A') xy — A ay 4- A'bx = o. 

■* 

Cette ligne serait donc ici à double courbure ; mais si 
A=A', l’ellipsoïde devient lui-même de révolution , et la 

- . V ** ~ ■ 
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dernière équation se réduisant à 

b ' 

/ = 

elle représente un plan passant par 1 axe OZ et le diamè- 
tre vertical de l’ellipsoïde : par conséquent , la ligne de 
contact ne sera autre chose qu’un des méridiens de cet ellip- 
soïde, et en tournant autour de OZ, elle engendrera une 
surface annulaire différente de celle du n° 298. 

Si l’on veut achever le calcul , on combinera les équa- 
tions de ce méridien elliptique 

b 

k(x — a ) 7 -+- A (y — b ) 7 ■ 4- A" (z — c ) 7 — i , y — * » 

avec celles d’un parallèle 

z = 6 , x 7 4 - y' = «» 

pour en éliminer x, y, z, et l’on trouvera entre « et S 
la relation • , 

A (^a — D)’ -+- A” (6 — c ) 7 = i , 

v « 

dans laquelle nous avons posé D = 'ja 1 -f- b % ; puis, eu y 
substituant les valeurs de a et ê , il viendra pour 1 équa- 
tion de cette surface aunulaire à méridien elliptique 

a(D ±: \jx 7 + y 7 ) 7 -f- A" (z—cfzzz i. 

305. Surfaces conoïdes. On appelle ainsi les surfaces 
engendrées par une droite mobile assujettie à rester pa- 
rallèle à un plan donné , et à s’appuyer constamment 
sur uwEDROiTE^xeOA et sur une courbe quelconque DM. F». 36. • 

Nous prendrons toujours le plan directeur pour le plan 
coordonné XY, et en coupant les deux directrices par 
divers plans horizontaux , puis joignant par des droites 

les points de section correspondants C et M, C' et M 

16 
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on obtiendra autant de positions de la génératrice. La 
surface sera nécessairement gauche (n° 273); car la 
droite CM, en passant à une position infiniment voi- 
sine C'M', peut être censée glisser sur la tangente TMM'. 
Ainài , pour «pie CM et C'M' fussent dans un même plan, 
il faudrait que TM et OA se trouvassent aussi dans un seul 
plan, circonstance qui ne saurait arriver, du moins pour 
toutes lés tangentes, sans que la courbe DM ne soit tout 
entière dans un même plan avec OA; mais c’est là une 
hypothèse qu’il faut évidemment exclure, puisque alors 
le conoïdc se réduirait à un plan unique. 

306. Comme la droite OA rencontrera nécessairement 
le plan directeur XY, nous pouvons placer l’origine des 
coordonnées à ce point de section (au surplus, pour une 
origine quelconque, on changera dans le résultat défini- 
tif, x et y en x — h et y — A); et les deux directrices 
données seront représentées par les équations suivantes : 

(OA) x = mz, y —n z, 

(DM) ' F(.r, y, z) = o, F, (x, y,s) = o. 

La génératrice, qui doit être parallèle au plan XY, aura 
dès équations de la forme 

z = 6, y —ax -h y; 

mais d’abord il faut y ajouter une condition qui exprime 
qu’elle rencontre toujours OA, et qui s’obtiendra en éli- 
minant x,jr, z, entre les quatre équations de ces deux 
droites, ce qui donne 

. nS — amê -4- y . 

Cette relation détermine déjà une des trois constantes 
arbitraires, y par exemple, en fonction des autres; et si 
l’on en profite pour éliminer immédiatement ce para- 


it 
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mètre , les équations de la génératrice deviendront 
(CM) z = ë, y — : n6 = a(x — mS). 

Ensuite , il faut exprimer que cette dernière droite s’ap- 
puie constamment sur DM , ce qui s’exécutera en élimi- 
nant x, y, z , entre les deux dernières équations et celles 
de DM ; et l’on obtiendra ainsi yie nouvelle relation 

6 = ?(“)> 

r 

qu’il faudra joindre aux équations de CM. Maintenant, 
il ne reste plus qu’uu seul paramètre a qui puisse rece- 
voir des valeurs arbitraires; si donc on élimine a et 6 

il • 

entre ces trois dernières équations, il viendra pour la 
surface conoïde 



307. Le conoïde est appelé droit , lorsque la directrice 
rectiligne OA se trouve perpendiculaire au plan direc- 
teur assigné; alors cette droite OA peut être nommée 
l’axe du conoïde, et puisqu’elle coïncide avéè OZ, il 

* suffira de poser m = o et n=o dans l’équation géné- 
rale ( 19 ). Mais comme ce cas particulier se présente fré- 
quemment, nous observerons qu’il est plus simple alors 
de prendre immédiatement les équations de la généra- 
trice sous la forme 

z = 6 , y ~ clx, t 

I ” , ' L-Æ 

\ 

■» parce qu’ainsi on exprime déjà qu elle rencontre l’axe OZ 
du conoïde ; il reste donc à écrire qu’elle rencontre aussi 
la seconde directrice DM, ce qui donnera, comme ci- 
dessus, une certaine relation 

« = ?(*)? -:*ur • 

« 6 . 

• * 

A \ 
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puis, en éliminant «.et ô entre ces trois équations, on 
aura pour le conoïde droit 




On doit même remarquer que le conoïde oblique pourrait 
. aussi être présenté sous cette forme, en prenant la direc- 
trice rectiligne OA pour Paxe des z , et traçant à volonté 
les deux autres axes OX, OY, dans le plan directeur; 
car pour de tels axes obliques., les équations de la géné- 
ratrice seraient encore 

s = 6, y — «x. * 

308. Prenons pour exemple le conoïde de la voûte, 
d'arête en tour ronde, engendré par une horizontale 
Fie. 37 . qui s’appuie sur OZ et sur une ellipse BCD dont le centre 
est sur OX, et dont les deux diamètres principaux sont 
parallèles aux axes OY, OZ. En posant OA = /, AB = b , 
AC == c, les équations de l’ellipse seront 

. .. x -t C -i. il - , • - 

’ b' + ê- 1 ' 

en les combinant avec 

3 = 6, y — ot.c, 

pour éliminer x, y, z, on obtient Ja -relation 

a’/’ 6 3 


puis éliminant « et 6 entre les trois dernières équations, 
il vient 

l»r* z 1 c'P ' 

+ ? = ou -jr r* ==**(<? -»^)- 
Lorsque l’on coupera cette surface par divers plans pa- 
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rallèlcs à YZ, tels que x = k, on obtiendra évidemment 
des ellipses ayant toutes un axe vertical de grandeur 
constante , et qui deviendront des cercles quand on po- 
sera x =±. C ^. St l’on choisit les plans sécants parallèles 


à XZ, on trouvera des courbes du quatrième degré, fa- 
ciles à discuter, et qui admettent deux asymptotes pa- 
rallèles à OX. 

309. Dans la voûte d’arète en tour ronde, bn adopte 
souvent pour le cintre de la porte {*), la ligne à double 
courbure formée en roulant sur le cylindre vertical du 
rayon AO =? /, le plan de l’ellipse BCD, sans altérer la 
hauteur des divers points de cette courbe. Alors, si l’on 
compare deux points (x, y , z), (x\ y', z'), situés à la 
même hauteur sur l’ellipse et sur le cintre à double cour- 
bure, on aura évidemment 


x'* -+- y ,2 = l\ y'=ls\nj, 



attendu que nous comptons les sinus dans le cercle qui a 
pour rayon l’unité {voyez ti° 310). Par conséquent, en 
éliminant l’ancienne coordonnée y, les équations du 
cintre seront 

z'*-| -/'*=/% y' = 1 sin — *’ j ; 

si donc on les combine, en supprimant les accents, avec 


Z = e, y — eue, 
on obtiendra la relation 



(*) Voyez la Géométrie descriptive , n° 644 , où nous avons donné aussi 
les équations des courbes remarquables suivant lesquelles ce conoïdc 
traverse le tore qui recouvre le berceau tournant. 
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et enfin, l’élimination de a et 6 entre les trois dernières, 
donnera pour l’équation du conolde , 



Les sections faites dans cette surface, par des cylindres 
concentriques avec OZ, seraient encore des ellipses en- 
roulées sur ces cylindres, comme on le verra aisément eu 
posant ' 

x J =.•/’. 

310. Dans l’escalier dit vis à jour, lorsque le uoyau 
vide est circulaire , la surface inférieure est encore un 
coûoïde engendré par une droite horizontale qui s'appuie 
constamment sur une hélice et sur l'axe vertical du cy- 
lindre droit où est tracée celte courbe. Or, d’après la dé- 
finition d’une hélice (*), les ordonnées verticales sont 
proportionnelles aux abscisses curvilignes comptées sur 
la base du cylindre, à partir du point où l’hélice coupe 
cette base; si donc on fait passer l’axe O Y par ce point, 
qu’on adopte pour OZ l’axe du cylindre, et que l’on dé- 
signe par s l’arc de la base qui répond à un point quel- 
conque ( x , y, z ) de l’hélice, on aura les relations 

z il 

x* r* = R’, x = SIN s, - — — , 

s ujtR 

parce qu’en appelant h le pas de l’hélice, l'ordon- 
née z = h doit correspondre à l’abscisse s == urH . Mais 
ici s et sin s désignent un arc et un sinus comptés dans le 
cercle du rayon R; pour les ramener,- suivant l'usage, à 

(*} Voyez iu (jéométrie descri/ilive . ii u 440 ; «t l'cpiire ta<i, qui reptv- 
sente Vhélicoïde gauche dont il s'agit ici. 
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être mesurés dans le cercle dont le rayon égalerait l’unité, 
on observera qu’en appelant 0 un arc compté dans ce der- 
nier cercle , et semblable a s, on aurait 


■ — RÔ , sin s z= R sin 0 == R sin 


R’ 


de sorte que les trois équations primitives deviendront 

U 


x' -t- y = R ! , 


x = R sin — , - = — — , 

R ’ f 27 tR 


et si , entre ces dernières , on élimine l are s de la base, on 
aura pour représenter les trois projections de l’hélice, 

x' -t- y* — R', x = R sin > f — R cos (“7”) • 

De ces équations, deux suffisent toujours-, ainsi , en adop- 
tant les premières, et les combinant avec celles de la 
droite mobile 

j= g, y = xx, 

nous obtiendrons la relation 

puis éliminant « et o entre ces trois dernières équations, 
il viendra , pour la surface de l'hélicoïde gauche. 


= sin (?•*“), « 

x' -t- y’ \ "/ 


ou - — 


} = 


H)' 


<Jx' +/’ 

Observons que celte surface rampante est aussi celle qui 
termine le filet d'une vis rectangulaire. 

311. Cherchons maintenant l' équation aux différences 
partielles des surfaces conoïdes, afin d’éliminer de l’é- 
quation • 

( y — nz\ 

) 

x — mzj 
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la fonction f , qui change avec la forme de la directrice 
curviligne ; car, quant à la première directrice, elle est 
de forme invariable , et toujours rectiligne dans tous les 
conoïdes. Différentions donc l’équation (19) ,< d’abord par 
rapport à ietz, et ensuite par rapport à y et z, et nous 
aurons . ' 

— np (x — mz) — (y — nz ) (1 — mp) , 

P ~ (x — mz ) 7 ’ ^ ’ 

( 1 — nq ) (x — mz) -+■ mq ( y —, nz) , 

.. ' (x - mzf~ 

puis, en divisant ces résultats l’un par l’autre, la fonc- 
tion f' disparait et il’ vient 

p _ p (my — nx) — (/ — n z) 
q q [my — ' nx) -t- (x — mz) y 

d’où l’on tire enfin 


(20) p (x — m x)— t— q ( y — nz) = O . 

Lorsqu’on prend la directrice rectiligne pour axe des z, 
cette équation se réduit à 

(21) px 4- <?/ = o. 

312. Quelquefois, au lieu d’assigner la seconde direc- 
trice du conoïde, on exige qu’il soit circonscrit à une 
surface donnée L = o; alors il faut d’abord chercher la 
ligne de contact par le même principe que nous avons 
déjà employé dans plusieurs cas semblables ( n 08 285 
et 292 ) , c’est-à-dire exprimer que l’équation générale (20) 
est satisfaite par les valeurs des dérivées p et q déduites 
de L = o. Ainsi, la courbe de coutact se trouvera déter- 
minée par le système des deux équations 

/ , rfL rfL 

L = o, (x — mz) — -4- ( .>• — nz) — = o, 
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lesquelles tiendront lieu de F=o', Ft=o, employées 
au n° 306 . • . 

313 . Si, par exemple, la droite mobile doit s’appuyer 
sur OZ , et toucher constamment l’ellipsoïde 

A (x — a) J -4- A'^ 1 -t- A "z’ = i , 

la courbe de contact sera représentée par l’équation pré- 
cédente, jointe à celle-ci, 

Ax(x — a) -4- A'jr 1 = o ; 

or ce système équivaut au suivant , 

Ax’ — Aox -4- A'jr ’ = o , 

A"*’ — A ax = i — A 

Ainsi la courbe de contact a pour projections une ellipse 
et une parabole ; et il sera aisé maintenant de trouver l’é- 
quation du conoïde qui passerait par cette courbe. 

314 . En terminant ce qui regarde les surfaces déter- 
minées par une seule directrice , nous observerons que 
ijuatid il s’agit de faire passer une de ces surfaces par une 

. courbe donnée 

K(x,^,z) = o, F i (x , ^ , z) = o , 

et que l’on veut partir immédiatement de l’équation gé- 
nérale du n 1 ’ 279 , 

(6) e = ? (u), 

propre à la famille de surfaces en question, les quantités u 
et v sont alors des groupes connus eu x , y, z , et il s’agit 
de déterminer la fonction y de manière que l’équation.(6) 
se trouve vérifiée d’elle-mèmc en y substituant les valeurs 
de deux des coordonnées,^ et Z par exemple, tirées de 
F = o et F| = o. Pour cela, il sullil d’égaler le groupe u 
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à une quantité unique « , et d’éliminer x, y, z entre les 
quatre équations 

u— a, i’ = v(a), F = o, F, = o; 
on sera ainsi conduit à une équation de forme connue 

f [“«? ( a )] = °* 

j 

qui, si on la résolvait par rapport à ç (a), ferait connaître 
la manière dont <f («) est composée avec a, et par consé- 
quent aussi la forme de <p(«) : mais, sans résoudre l’équa- 
tion précédente, il n’y aura qu’à y substituer pour a 
et <f (a) leurs valeurs u et e, et l’on aura pour 1 équation 
de la surface particulière que l’on cherchait 

f (u , v) — O. 

Au reste, cette marche s'accorde évidemment avec celle 
que nous avons prescrit de suivre , au n° 279 , dans chaque 
exemple, particulier. 






» 
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CHAPITRE XV. 


Des Surfaces réglées , gauches ou développables , 


315. Jusqu’à présent les surfaces que nous avons étu- 
diées n’admettaient, qu’une seule directrice, ou si , comme; 
dans les conoïdes, il y avait deux directrices, l’une était 
de forme constante pour toutes les surfaces de cette fa- 
mille, et l’autre variait seule avec ces diverses surfaces; 
aussi l’équation finie v = <p (u) du n° 279 ne renfermait 
qu’une fonction arbitraire , et par suite l’équation aux 
différences partielles, indépendante de cette fonction, ne 
s’élevait qu’au premier ordre, comme on l’a vu dans les 
divers exemples précédents. Mais quand on assigne plu- 
sieurs directrices , l’équation de la surface renferme un 
pareil nombre de fonctions, ainsi qu’il résulte de la mé- 
thode indiquée u° 278 , et l’équation aux différences par- 
tielles est d’un ordre élevé , lequel surpasse en général le 
nombre des fonctions arbitraires ; car s’il s’agit, par exem- 
ple , d’une équation où entrent deux fonctions <f et , en 
différentiant deux fois , on sè procurera en tout six équa- 
tions, qui ne suffiront pas ordinairement pour éliminer qp, 
<j>', œ" et'ij/, ip', tp" » tandis . qu’elles seront suffisantes dans 
certains cas, suivant la manière dont ces fonctions entre- 
ront dans l’équation primitive. C’est ce qui va se vérifier 
dans les questions suivantes, où nous nous bornerons tou- 
tefois à traiter des surfaces réglées, c’est-à-dire de celles 
qui ont pour génératrice une ligne droite. 


* 




Digitized by Google 


CiMPlTSK \V. 


25 ?. 

310. De la su kf ace. gauche engendrée par une droite 
qui glisse sur deux directrices quelconques (D) et (D*) , 
en restant, cotist arriment parallèle à un plan Jïxe. 

Nous regarderons ce plan directeur comme étant le plan 
horizontal des x, y, et pour construire la surface, nous 
Fie. 33. couperons les courbes (D) et (D') par divers plans hori- 
zontaux ; puis, en joignant les points de section corres- 
pondants par des droites, nous obtiendrons autant de 
positions MJV , M'N', . . . de la génératrice. La surface 
sera gauche , en général; car lorsque la droite mobile 
passe, en s’appuyant sur lés courbes (D) et (D' ) , de la 
position MN à la position infiniment voisine M'N', elle 
peut être censée glisser sur les tangentes MM'T, NN'V, 
qui ont avec ces courbes un élément de commun. Par 
conséquent, à moins de supjvoser que les directrices aient 
été choisies d’une manière si particulière que 1 leurs tan- 
gentes, pour des points situés à la môme hauteur, se trou- 
vent toujours deux à deux dans un même plan , il n’arri- 
vera pas non plus que les positions consécutives MN , 
M'N',. ... de la génératrice puissent remplir cette con- 
dition; ainsi elles formeront unesurface gauche (n° 273). 

Les conoïdes et le paraboloïdc hyperbolique sont évi- 
demment des cas particuliers de ce genre de surface. 

317. Les équations de la génératrice seront ici de la 
forme 

p ~ ’ z — a, y — êx + ■/', 

mais en exprimant que cette droite s’appuie constamment 
sur les directrices (D) et(D'), on trouvera, comme nous 
l’avons dit au u° 278, deux relations telles que 

<î>(ci, 6,7) = 0, ^{a, 6, y) O, 

que l’on peut concevoir réduites à la forme 

e = ?(*)> v = '!'(“)• 


* 


*1 
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Si donc ou élimine a , S, y, entre res dernières équations 
et celles de la génératrice, on aura pour l’équation, géné- 
rale des surfaces de cette famille 


(l) y r= Xf(z) -(- ou z (*)'+ yÿ, (a). 

Cette dernière forme, que l’on déduit aisément de la pre- 
mière, est plus symétrique, mais moins simple par rap- 
port aux calculs qui vont suivre. 

318. Pour obtenir l’équation aux difl’érCnces partielles, 
indépendantes des fonctions <p et il/, dilférentioias la for- 
mule (i) successivement par rapport à a: et à y \ il vient 

0 = <f{z)-\-Xy'(z)p -J- Y(z)p, - ■ 

1 = Xff'(z)q -+■ y(z)f, 

d’où l’on conclut, par la division, 



Comme il est arrivé ici que les fonctions <p', , ij/ sont 

disparues à la fois, il suffira de descendre jusqu’au second 
ordre pour éliminer celle qui reste. Si donc , en adoptant 
les uotations habituelles, 

• d 3 z r d 3 z • d’z ■ _ ' 

dx 3 ’ dxdy ’ dy 3 ’ 


on differentie l’équation du premier ordre, successive- 
ment par rapport à x et à y, il viendra 


<J r —P* 

7 ’ 


=. — ?' (*)/»» 


g* — p‘ 
y’ 

oJrin 1.^ 



puis , en divisant ces résultats l’un par l’autre , on ob- 
tiendra pour l’équation commune à toutes les surfaces de 
ce genre , 


<*) 


q 3 r — 2 pqs p 3 t o. 
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319. Prenons pour exemple la surface engendrée par 
une droite mobile qui , demeurant horizontale , s’appuie 
constamment sur l’ellipse et sur le cercle représentés par 



(D') -r = X, -z'=cK 


Si l’on combine les équations de la génératrice 


ï = a, y = tjc + 

successivement avec celles des deux directrices, on ob- 
tiendra les deux relations 


(6 h +7 f 



(ü + 7)’ + i’ = c ’, 


et il s’agira d’éliminer a, S, y entre les quatre dernières 
équations; or, si d’abord on élimine a et y , il vient 

b 

6(è— x)-\-y = ~ s/c 1 — s’, %(A — 4r) -h y = — 

C 

d’où il résulte, en éliminant 6 entre celles-ci , 

(3) \h — x)(y — \Jc ' — *’)==(* — x) 

Cela posé, si l’on conserve aux radicaux des deux membres 
le même signe, ce sera exprimer que la droite mobile 
glisse sur les deux courbes, en passant toujours par deux 
points situés d 'un même côté du plan XZ ; car ces radi- 
caux sont les valeurs de l’ordonnée^ dans les deux courbes ; 

alors l’équation (3) se réduit à 

' ■ ‘ . ! ‘ - - ‘ - , ' • » , ‘ ‘ * • 

. (h k) cy —[{b — c) x -H ch — 6Æ] y U' — z% 

qui représente le même oouoïde que nous avons déjà con- 
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sidéré ft° 308. En effet, on doit apercevoir qu’ici toutes 
les génératrices iront percer le plan XZ en des points si- 
tués sur une même verticale placée en dehors des deux 
courbes; par conséquent, la question peut être réduite 
à faire glisser la génératrice sur cette verticale et sur 
l'ellipse. 

Lorsqu’on adoptera des signes différents pour les radi- 
caux de l’équation (3), elle conduira encore à un eouoïde 
analogue, niais dont l’axe sera entre les deux courbes, 
parce qu’alors on exprimera que la génératrice traverse le 
plan XZ entre les deux points où elle s’appuie sur les di- 
rectrices. 

Observons que si , avant d'éliminer 6, on n’eùt pas ré- 
solu les deux équations qui contenaient cette indétermi- 
née , on serait tombé sur une équation du huitième degré, 
qu’il aurait fallu ensuite décomposer en deux facteurs , 
pour y reconnaître les deux surfaces distinctes que nous 
venons de signaler. 

320. De la surface gauche engendrée par une droite 
assujettie à glisser sur trois directrices quelconques (D), 

(D'),(D"). 

Observons d’abord que le mouvement de la génératrice 
est complètement réglé par ces conditions. En eflet, si , 
après avoir pris sur la première courbe (D) un^point Fie. 
quelconque M, on imagine deux cônes ayant ce point 
pour sommet commun , et pour bases, l’un la courbe 
(D'), l’autre la courbe (D"), ces deux surfaces coniques 
ne pourront se couper que suivant une ou plusieurs droi- 
tes, qui satisferont évidemment à la condition de s'ap- 
puyer sur les trois directrices; et pour chaque point 
M , M", . . . , pris sur la courbe ( D), on obtient des résul- 
tats analogues. Cela posé, si, parmi toutes ces droites , on 


V 


4l 
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ne considère d’abord que celles qui se rapportent à une 
même nappe de la surface, c est-à-dirc qui passent par 
dés points voisins les uns des autres sur chaque directrice, 
on reconnaîtra que le mouvement de la génératrice, en 
glissant du point M aux points M', M", . . . , est unique et 
complètement déterminé. 

321 . La surface ainsi obtenue sera gauche en général; 

car lorsque la génératrice passe de la position AMNR à la 
position infiniment voisine A'M' N' R', elle peut être re- 
gardée comme glissant sur les trois tangentes MT, NV, 
RU, qui ontchacune un élément de commun avec la direc- 
trice correspondante; ainsi, à moins de supposer que ces 
directrices aient été choisies d’une manière si particu- 
lière que, pour chaque système de points (M, N, R), 
(M', N', R'),..., situés en ligne droite, les trois tan- 
gentes sont toujours dans un plan unique, il n’arrivera 
pas non plus que les génératrices consécutives AM et 
A'M' remplissent cette condition, et par suite la surface 
sera gauche (n° 273). • 

L’hyperboloïde à une nappe est évidemment un cas 
très-particulier des surfaces dont nous nous occupons; 
.c’est celui où les trois directrices sont rectilignes. (V oyez 
n" 149.) 

322. Dans le cas général, la génératrice n’ayant à 
remplfr d’autre condition commune à toutes les surfaces 
de cette famille, que d’être rectiligne, ses équations 
contiendront quatre paramètres arbitraires , et seront de 
la forme 

x = az -h 7 , y = êz -f- S; 

mais il faudra y joindre les conditions propres à exprimer 
que cette droite a toujours un point de commun avec 
chacune des directrices (D), (D'), (D"), ce qui fournira , 
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comme nous l'avons vuu°278, yois relations entre a, 6, 
y, d, lesquelles peuvent êtré censées ramenées à la 
forme * . ' . ' 

s = ?(«)» y — K*)» * = 

puis 11 resterait à éliminer a, o, y, d entre les cinq équa- 
tions précédentes. Or, si d’abord on substitue pour o, y, d 
leurs valeurs , il vient ' 

(4) x — az ■+■ i|< (a), (5) y = z T (a)'-+- w(a); ' . 

et quant à a , on ne peut l'éliminer sans déterminer la 
forme des fonctions, c’est-à-dire sans particulariser les 
directrices (D), (D ), (D") ; de sorte que pour conserver 
au résultat toute sa généralité, et le rendre applicable 
aux diverses surfaces de cette famille, il faut garder le 
système fies deux équations (4) et (5), en y considérant 
a comme une indéterminée qu’un devra éliminer plus 
tard, quand la forme des fonctions aura été lixée dans 
chaque exemple. Au surplus, il est évident que, sous ce 
point de vue, le système (4) et (5) équivaut à une seule 
équation en x,y, z. 

323. Si l’on voulait obtenir Péquation aux différences 
partielles, indépendante des directrices , il faudrait, eu 
dilférentiant le système (4)et (5), se procurer assez d’é- 
quations pour pouvoif éliminer -a, <p, 7T et leurs déri- 
vées successives.' On y parviendrait ici en descendant 
seulement jusqu’au troisième ordre ; mais comme le ré- 
sultat-est assez compliqué, et que nous n’aurions pas 
l’occasion d’en faire usage, mous. renverrons à YArtalysc 
appliquée de Moi* ce , où cèt auteur parvient au . même 
résultat par d’autres considérations. 

324. Prenons pour exemple la surface de la petite 
voûte que l’on nomme le Biais passé. Sur les côtés op- 
posés d’un parallélogramme horizontal ABDC , on a dé- 
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crit, deux demi-cercles verticaux, et l'on assujettit une 
l':o is. droite mobile 1 VJNP à glisser sur ccs dente circonférences 
et sur la ligne OY menée par le centre du parallélo- 
gramme, perpendiculairement aux plans dés cercles. Si 
l’on prend pour axes cette directrice rectilignç OY, la 
verticale OZ et la droite OX perpendiculaire aux deux 
. premières, les équations des trois directrices seront - 

X == O, 2 = O, 

jr — — b, (x — a) 7 -+- 2’. = R% 

, y =X b, (x -|- «)’ -t- b 1 — R’. 

La génératrice aurait, dans ses équations, quatre con- 
stantes arbitraires: mais si, pour abréger les calculs, 
nops représentons immédiatement cette droite par 

4 (6) •*=<*(,?• — 6), il) *=7(r— 6). 

on voit qu’elle remplit déjà la condition de rencontrer 
l’axe OY, et l’un des paramètres se trouve par là éliminé 
d» suite. Il reste à exprimer que cette droite mobile s’ap- 
puie sur chacune des circonférences, ce qui fournira les 

relations . 

• . < 

(8) [a(6 4- 6) 4- a] 7 + y 7 (b 4- 6) 1 = R*, 

(9) [0 i(b — 6) 4- a ] 7 4- y 7 (b — 6)» = R*, 

lesquelles donnent, par la soustraction, 

S (ba 7 4- aa 4- by 7 *) = o. . 

On pourrait satisfaire à cette condition par 6=0; mais 
'jî.j cette hypothèse exprimerait (pic la droite (6) et (7) passe 
constamment par l’origine , et décrit un cône en s’ap- 
puyant sur la moitié supérieure d’un des cercles, et sur la 
moitié inférieure de l’autre. Or, cette manière de rem- 
plir les conditions analytiques du problème ne saurait 





DES SURSACES RÉGLÉES, GAUCHES OU DÉVELOPPABLES. 2.5g 

convenir à la' voûte en question ; c’est pourquoi nous 
Supprimerons le facteur 6 =±= o , qui , combiné avec (6) , 
(7) et (8), ferait tomber sur l’équation de ce cône obli- 
que , et nous garderons seulement la relation t 


(10) 


aat. 

“* -h 4- T 


O, 


en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à • 

(11) (&’ — 6 >)a* = $(R : — a *). 

g* . ■ . ■ ' * 

Cela posé, il s’agit d’éliminer a, ë, y entre les deux rela- 
tions (10), (1 1) et les équations de la droite mobile. Or, 
si de ces demièrès dn tire a et 7. pour les substituer dans 
(10), on trouvera ; 

, b ( u r’ -+- z ’) 


e -= 


ax 1 


b (x'‘ -f- x?) ’ 


et enfin , ces valeurs de a. et de ë ,* transportées dans (1 1), 
donneront, pour l’équation de la surface , 


ou bien 


(12) \axy 4- b (xi 4 -. z^]* = ti’R’x* -+- J’(R’ — a 1 )* 1 . • 

Cette surface , qui est nécessairement gauche , a pour 
fentre l’origine actuelle des coordonnées, puisquê son 
équation ne renferme que des ^termes de degré pair j et 
d’ailleurs Je plan des (x, y) est un plan principal. Les 
sections faites par les plaus coordonnés sojjtefociles à dis— 
cuter. -4 

;i2S<v^^bnsidérMg^smilem#»1es projectiorffc sur le 
plan XY/des droiüjSBHk ûfN P', . . ., ellçs se cqupc- 

l l- * 




». 
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ron't nécessairement , et formeront, par leurs intersec- 
tions consécutives, un polygone dont la limite sera uno» 
courbe, enveloppe de toutes ces droites, et touchée par 
chacune d’elles. Pour ojltmpr cette courbe, oii joindra 
d'abord à l'équation 
(6) i = afy — 6) 

la relation trouvée précédemment , 

(11) ( b ' — *= 6 (R 1 — «’); 

et en éliminant une des fconslanlcs a, <8$ on aura, pour 
la projection d’une quelconque des génératrices. 


(.3) 


y - e 


o(/>> — g'} 
è(R J — a’)" 


de sorte qu’en attribuant ici à o diverses valeurs arbitrai- 
res, on pourrait construire autant de positions de la 
droite mobile, sur le plan XY.'Cela posé, 011 sait (voyez 
n° 340) que pour obtenir la courbe formée par les inter- 
sections consécutives de toutes ces droites indéfiniment 
rapprochées, il faut différentiel* l’équation (i3) par rap- 
portait seul paramètre variable 6, ce qui donne 

2 aSx 


■ . T , 

puis éliminer 6 entre et; résultat et l’équation (i3), ce qui 
conduit à • # 

(R 1 — a 1 ) ‘ (R 1 — <j 3 V 


x s — 


ab m 


■ — 


w 


équatiofi^ d'une hyperbole dont l’axe OY e$t une des 
asymptote^ ~ 


326. Les SUHFACES DÉVELOPPA 


4 ** ; 

» 

•* ■'V 1 
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faces réglées (u" 27-4), mais pour lesquelles fieux posi- 
tions consecutives de la génératrice se trouvent tou- 
jours dans un meme plan ; et cette condition est cause 
que deux directrices (D) et (D') suffisent (*) pour régler Fig. 34 . 
le mouvement de la génératrice rectiligne. Ku effet , 
soient 

(D) x — f(z), y — 'l>(z)j 

(IV) x = tfz), y — 4(-), 

. / 

les équations de ces deux courbes. Si l’on prend sur la 
première un point quelconque M»pour lequel z — a, et 
sur la seconde un point arbitraire IN pour lequel z = c 
la droite MN sera représentée par 


(1 5) 

(. 6 ) 


»w = tM - f > 1. - .). 


y - *(«) = ~ 


a — ê 


— g 


(z — a); 


mais pour qu elle soit une génératrice de la surface dé- 
veloppable, il faut choisir le point N de manière c/ue la 
tangente ] NY se trouve dans un meme plan avec MT, 
parce qu’alors la droite MIN , en passant à la position iu- 
liniment voisine M V, pourra être censée glisser sur ces 
tangentes, et restera ainsi dans un même plan. Or, les 
équations des tangentes aux points M et N sont (n" 204 ) 

(mt) ?(*)=V(«)(5— “)» y— *(“)=*'(“)(*— *)> 

(NV) X -+(«)= f(g)(z— g), r-'F(g)= v'(g) (*-«), 

et pour que ces droites se rencontrent, il faut (n° 25) 

• , : - 

(*) Quant à la construction graphique de res génératrices, voyez la 
Géométrie descriptive > n° 100 
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poser la condition 

. . _ <»(a)- q<fr , («)-T(C)4-gy'(C) 

' ■ 11 /(g) — f(6) ~ — T'(«) 

Ainsi cette relation détermine ë en fonction de a, c’est- 
à-dire le point N qui correspond à chaque position arbi- 
traire de M sur la courbe (D). Par conséquent, si entre 
les équations (i 5 ), (16), (17) on élimine a. et ê, on ob- 
tiendra l’équation de la surface développable. Cette éli- 
mination ne pourra , il est vrai , s’effectuer que dans 
. * chaque exemple où l’on aura assigné la forme des cour- 
bes* (D), (D')} et pour représenter généralement la 
surface développable, il faudrait garder le système des 
trois équations (t 5 ), (16),, (17), lequel est assez compli- 
qué : mais nous avons voulu seulement montrer qui: 
deux directrices suffisaient ici , et nous allons parvenir à 
un système général plus simple que le précédent. 

327 . Puisque dans toute surface développable les géné- 
ratrices forment, par leurs intersections successives 
(n°. 275 ), une courbe mm'm" ..., nommée arête do 
Fig. 34. rebroussement , et à laquelle toutes ces droites sont tan- 
gentes, on peut toujours regarder une surface de ce genre 
comme engendrée par une droite mobile qui reste con- 
stamment tangente à une Certaine courbe fixe. Soient 
donc 

•* = ?'(*)» y = +(*)» 

les équations de cette arête de rebroussement. Une de ses 
tangentes, dont le point de contact répond à z = a, sera 
représentée (n° 264 ) par 

(18) x — f (g) = ?'(<*)(* — g), 

(19) y — '{'(a) = (a) (z — g); 

donc, en éliminant a entre ces deux équations, on ob- 
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tiendrait celle de la surface, lieu de toutes les tangentes : 
mais cette! élimination ne pouvant encore s’effectuer 
qu’en particularisant les fonctions q> et vp ou les courbes 
D et D', on gardera le système (18) et (19) pour repré- 
senter toutes les surfaces développables, en considérant a, 
dans la première équation , comme une fonction de x et 
de j', déterminée par la seconde. 

328 . Cette forme permet d’arriver aisément à l’équa- 
tion- aux différences partielles; car si l’on différence cha- 
cune des équations (18) et (19)5 successivement par rap- 
port à a? et à y, en se rappelant que la valeur de a. qui 
devrait être tirée de l’une et substituée dans 1 autre , se- 
rait une fonction dex et de y , on obtiendra 

1 — ?' M (p— + ?" (*) (* ~ 7üc' 

rfW^-fW (p— + V (“)(*— a )^’ 

-y («)ÿ=/w(î— + ?" ■ 

1 — v w( z — a )^ - 

t 

Mais, en supprimant les termes qui se détruisent dans les 
deux membres de ces équations , et. éliminant (z — «) 

entre la première et la seconde, puis ( z — a )~r entre |a 
»•’ «/ 

troisième et la quatrième , on obtiendra évidemment deux 
résultats de la forme 

P =/(“)> ? =/(«)» 

c’est-à-dire où les variables x, y, z n’entrent pas expli- 
citement. Maintenant l’élimination de « peut s’.cllectuer, 
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et elle conduit évidemment à' 

(*°) ' ■ p ='*(</), 

qui est l’équatiou aux différences partielles du premier 
ordre des surfaces développables, et où il n’entre plus 
qu’une seule fonction arbitraire dépendante de la forme 
des directrices ou de barète de rebroussement. 

Enfin , pour faire disparaître cette dernière trace de la 
surface particulière, différentions l’équation ( 20 ) succes- 
sivement par rapport à x et à y , et il viendra 

r — s ■= jr'(y) f; 

puis, eit divisant ces. résultats l'un par l’autre, on élimi- 
nera tout ee cpti dépend de la fonction 7 t, et l’on aura 

( 21 ) rt — s 1 — o, 

pour V équation aux différences partielles du second or- 
dre , commune à toutes les surfaces développables. 

329. Prenons pour exemple l’hélicoïde développable 
engendré par une- droite mobile qui reste constamment 
tangente à une hélice donnée. Ep disposant les axes 
comme dans le n° 310, cette courbe aura pour projec- 
tions 



et la tangente au point quelconque z = a, sera repré- 
sentée par les équations .( 18 ) et ( 19 ) du n° 327 . lesquelles 
deviennent ici 
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11 s’agit donc d’éliminer a. entre ces deux équations, pour 
obtenir le lieu de toutes les tangentes à l'hélice. Or, si 
on les multiplie respectivement par le sinus et le cosinus 
qui y entrent, etqu’ensuite on les ajoute, on aura 

* : • 

. / 2 K a\ D 

xm { — ~t), = ’ 

d’ailleurs, en élevant chaque membre au carré, et faisant 
la somme, il vient, en ayant égard à la relation précé- 
dente, 

4*’ R’ 


R’ = 


h 1 


(2— «)>. 


Maintenant, il est facile de tirer a de cette dernière équa- 
tion, et en substituant dans l’autre on obtient, pour l’hé- 
licoïde développable , 


, / 27T5 

y'x’-l-r’ - RM 

1 -x- r cou 

V*’ -es' — R’ 

X Pin 

u R i 

1 1- r co * y h 

R 


)=B, 


équation qui peut être résolue par rapport à z, et rame- 
née à la forme 


wfif-l- -t-y — R’ = R arctang 
h 


xr R \jx' -t-s' - R’ 

R*-x* 


On voit, d’après le radical qui y rentre, que la sur- 
face n’aura aucun point dans l’intérieur du cylindre'sur 
lequel est tracée l’hélice, et qu’ainsi cette courbe est bien 
une arête rie rebroussement pour les deux nappes de la 
surface , formées par les tangentes et par leurs prolonge- 
ments. La trace delà surface sur le plan des xy est donnée 
par l’équation 


= R. 


aL» ; , 

1 U* 

æV 
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où l’on rocou nail la spirale, développante, du cercle , en 
remarquant (pie dette équation exprime que les coordon- 
nées x,y, d’un point de la spirale, étant' projetées sur le 
rayon qui aboutit au point où le cercle est touché par la 
projection de la tangente à l’hélice , font une somme 
égale à ce rayon. Pour étudier davantage cette surface in- 
téressante, nous renverrons à la Géométrie descriptive , 
n° 456. . 

oîlO. Il est une troisième manière d’exprimer la géné- 
ration des surfaces développables; car, puisque deux gé- 
nératrices infiniment voisines comprennent toujours entre 
elles un élément superficiel qui est plan (n° 276) , et in- 
définimen t'étendu dans sa longueur, on peut regarder ces 
éléments comme faisant partie des positions successives 
que prendrait un plan mobile assujetti à se mouvoir sui- 
vant une certaine loi. Cette loi variera avec chaque sur- 
face développable particulière; mais, pour qu’elle règle 
complètement le mouvement du plan et ne donne pas lieu 
à une infinité de surfaces, il faudra toujours (n° 278) que 
cette loi ne laisse qu’un seul paramètre arbitraire dans 
l’équation du plan mobile. 

Par exemple, on pourra exiger que ce plan soit con- 
stamment normal à une courbe donnée 

x=f(z), ' y = F (*); 

alors en prenant sur cette courbe un point pour lequel 
z — y , l’équation du plan sera de la forme 

* , • l 

* — 7 = A O — f(y)\ -t- B [y — F (y)] ; 

puis, comme il devra être perpendiculaire à la tangente 
gù point 7 , on aura les conditions 

4 — — f {t)i B = — F' (7) ; 


* 
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de sorte qu il ne restera dans sou équation qu'une seule 
constante arbitraire 7 . 

De même , si le plan mobile devait toucher à la fois les 
deux surfaces 

F, (*,, *,) = o, y„ s,) = o, , 

pour lesquelles nous désignerons par p it q , et p t , q% les. 
expressions des dérivées^, ~ , l’équation de ce plan 
aurait d’abord la forme 


2 — *, =/»,(* — *,) -+- q ,(x — y, )■, 

mais , pour qu’il touche aussi la seconde surface , c’est-à- 
dire pour qu’il coïncide avec le plan tangent au point in- 
connu x , , j t » -z» , il faudra y joindre les conditions 

Z , — p,x, — 7, jr, = Z, — p,'X t — <7,/,, • 

Pt ~pu' 7 > = 7*5 

de sorte que si, entre les six équations précédentes, on 
élimine cinq des quantités inconnues x, , jr t , z,, x„y„ z,, 
il restera une équation dè la forme 


2 = Ax 4- B y -+- D, 

. • ‘ A. 

où tous les coefficients seront des fonctions connues de la 
seule indéterminée x , , par exemple ; et en attribuant à 
celle-ci diverses valeurs arbitraires , on obtiendra autant 
de plans qui toucheront à la fois les deux surfaces. 

On trouverait d’une manière semblable, et encore plus 
aisément, l’équaliôn.d’un plan qui devrait toucher con- 
stamment une surface unique, mais le long d’une courbe 
assignée d’avance. 

331 . Dans ces trois exemples, et dans tous les cas où le 
plan mobile ne posera varier qu'en vertu d’un seul para- 
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mètre arbitraire, les positions successives qu'il prendra 
pour des valeurs très-voisines de ce paramètre, se coupe- 
ront consécutivement suivant des droites (pii, deux à 
.deux, se trouveront évidemment dans un même plan: 
ces droites formeront donc ainsi une surface développa- 
ble, touchée par tous les plans individuels, et qui sera 
leur enveloppe ; en effet, elle aura avec chàcun d’eux un 
élément superficiel de commun. 

332. Or, puisque dans l’équation du plan mobile 

* = + B y -)- D, 

les trois coefficients seront des fonctions d’un seul para- 
mètre arbitraire , tel que y ou .r, , dans les exemples pré- 
cédents , si I on pose un de ces coefficients D = et, les 
deux autres, A et B, deviendront des fondions connues 
de 1 indéterminée a ; par conséquent l’équation du plan 
mobile qui engendre une surfaèe développable, pourra 
toujours être présentée sous la forme générale 

^ 22 ) 4 z ■— « •+ xif(x) -j -jr '!< («)• 

Cela posé, pour obtenir la génératrice de la surface, c’est- 
à-dire (n° 331) l’intersection de deux positions infiniment 
voisines du plan mobile, il faut combiner l'équation ( 22 ) 
avec celle qu’on en déduirait, en y remplaçant a’ par 
a -f- da : or, comme par-là le second membre augmente- 
rait de sa différentielle relative à a seul , il est manifeste 
que l’ensemble des deux équations dont nous parlons, équi- 
vaut aux deux suivantes : , 

( 2 ?) z — a -f- xy i,“j A- yÿ («), * 

( 2 3) o = 1 + j^(a) + yÿ (a). 

Ce système représentera donc telle ou telle génératrice 
rectiligne de la surface, selon la valeur particulière qu’on 
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voudra donner à a; et, par conséquent, l’équation de la 
surface s’obtiendra en éliminant a. entre (22) et ( 23 ). 
Mais comme cette élimination ne pourrait s’effectuer sans 
fixer la forme des fonctions y et tp, c’est-à-dire sans parti- 
culariser la surface développable , on conserve , pour 
représenter généralement toute cette famille de surfaces, 
le système des. équations (22) et ( 23 ), en regardant a , 
dans la première, comme une fonction de x et de y , dé- 
terminée par la seconde. 

333. Si l’on veut parvenir à T arête de rebroussement 
(n° 275), qui est le lieu des intersections des génératrices 
consécutives, on combinera la droite (22)' et .( 23 ), où a. 
sera alors une constante arbitraire , avec la droite qui en 
est infiniment voisine , et qui s’en déduit par le change- 
ment de « en a + 1 la. $ on obtiendrait ainsi quatre équa- 
tions dont l’ensemble se réduit aux trois suivantes : 

(22) • z=a-t-2rip(a)4-yij> (a), 

( 23 ) 0= 1 H- xy' (a) + yÿ (a), 

(24) 0= •*?"(“) -+-yY (“)• 

De sorte que, pour chaque valeur attribuée à a, ces trois 
équations feraient connaître les coordonnées x, y , z , du 
point où la génératrice correspondante à cette valeur de a. 
est coupée par la génératrice consécutive ; d’ou il résulte 
qu eu éliminant a du système (22), (23), (24), on aura 
eir x, y , z, l'équation du lieu de tous les points de sec- 
tion analogues, c’est-à-dire l'équation de l’arètc de re- 
broussement de la surface. 

334. On retrouve très-si m plemon t l’équation aux dif- 
férences partielles des surfaces développables, en partant 
du système 

(22) -s = *■+ x<f (a) + jr , (, (a), . 

(? 3 ) 0=1+ x<f' (a) -+- yV (a), 
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qui les représente toutes, pourvu que , dans la' première 
de ces équations, a. soit censé Une fonction de x et y, 
déduite de la seconde. En effet, si nous différentions , 
sous ce point de vue, l’équation ( 22 ), tour à tour par 
rapport à x et à y, nous aurons 

da . , . . , da .... da 


7 = 


da 

Ty 


, , .da. 

** [a) Ty 


•> («) +rV («) 


dot 

Ty' 


mais en vertu de la relation (23), ces deux équations se 
réduisent à 

P = 9 («)» 7 = + '*) • 
d’où l’on conclura, comme au n° 328, 


p = t ( < /), puis rt — f’ = O. 

335. On a vu, en Géométrie descriptive, que, pour 
déterminer le contour de V ombre et de la pénombre sur 
un corps opaque éclairé par un corps lumineux , il fallait 
trouver une surface développable qui fût circonscrite à 
ces deux corps, et dont une des nappes les touchât exté- 
rieurement, et l’autre intérieurement. La solution analy- 
tique de ce problème est renfermée dans la méthode em- 
ployée n u 330 pour trouver un plan tangent à deux 
surfaces ; car si l’on reprend les six équations 

z i) = °> 3j) =r O, 

♦ • « 
z, — p\x % — Çifi = Z 2 — p 2 x 7 — q 2 y 7f 

. t P » = / , J> • = ^2* 

2 — *■ = P- (* — x,) + <1, (y— y,), 

et qu '011 substitue dans la dernière les valeurs de cinq des 
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coordonnées ,*elle prendra la forme 

(P) z,= Xif (x,) -+- J '}| (x,) -+- n (x,), 

qui représente un plan tangent aux deux surfaces à la 
fois, mais dout la position dépend de l’arbitraire x, : 
alors, sans qu’il soit besoin de ramener cette équation à 
la forme ( 22 ), ou la diffiéreutiera par rapport au para- 
mètre x, , et en éliminant celte indéterminée entre les 
équations 

P=o, 

on obtiendra la surface développable demandée, qui, par 
son intersection avec les plans ou surfaces environnantes, 
donnerait l'ombre portée par le corps opaque. Mais s’il 
s’agit seulement de trouver sur ce dernier corps les lignes 
qui séparent la pénombre de l’ombre pure et de la partie 
éclairée, c’est-à-dire les courbes suivant lesquelles ce 
> corps est touché par les deux nappes de la surface déve- 
loppable, il 1 suffira d’éliminer x t , , z r entre les cinq 
premières équations citées plus haut, et l’on obtiendra 
pour les deux équations de la courbe de contact , 

F. (*I. y I, ?.) = o, /(x„ y„ z,) = o. 

336. On pourrait aussi résoudre le probjème des om- 
bres 1 , en cherchant directentent une droite tangente aux 
deux surfaces 

F. (x,, fa *1) = o, F,(x„ xi> *>) = o. 

Cette droite , passant par deux points situés respective- 
ment sur ces surfaces , aura des équations de la forme 

x, x, y, — y r 

r—y>=~ — t ( 2—2 ‘); 

*1 — «1 — z 5 

• •. / 

. • 

.<* * 
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mais elle doit être contenue dans le plan tangent au 
point (x, , y y , z t ) : par conséquent (n° 4i), on aura la 
condition 

(x, — X,)p, •+• (7, — jr,) q, = z, — Z,. 

On en obtiendrait une semblable pour exprimer que cette 
droite est tangente à la seconde surface ; mais il est essen- 
tiel d’observer que cela ne suffirait pas pour que la sur- 
face, lieu des positions de cette droite mobile , fût déve- 
loppable : car cette ligne, quoique toujours tangente aux 
deux surfaces, pourrait ne pas rester dans un même plan 
en passant d’une position à une autre infiniment voisine. 

Au lieu que toutes ces conditions seront remplies, si nous 
exprimons que le plan tangent au point (x t ,j t , z,) coïn- 
cide avec le premier plan langent; et pour cela il suffit, 
d’après les relations déjà admises, de poser 

P* — JPi > Yi- 

Alors, si entre les sept équations précédentes on élimine » 
les six coordonnées x, , y,, z ,, Xj, y t , z , des points de 
contact, on obtiendra l’équation de la surface développa- 
ble demandée; ou voit aussi ce qu’il faudrait faire pour 
trouver la courbe de contact de cette surface avec une des 
dpux proposées. 

Si l’on applique au cas de deux sphères quelconques la 
méthode précédente, ou bien celle du n° 33o, ou trou- 
vera que , dans cet exemple simple , les deux surfaces 
développables circonscrites extérieurement et intérieure- 
ment, se réduisent à deux cône? droits, et que les courbes 
de contact avec une des sphères sont deux petits cercles 
]>erpeudiculaires à la droite qui réunit les centres de ces 
deux sphères. 

337. Des kmvf.loppes. Les surfaces développables, 
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considérées (u° 331) comme l’enveloppe des diverses po- 
sitions d’un plan mobile, ne sont qu’un cas particulier des 
surfaces auxquelles Monge a donné le nom général d’en- 
veloppes, et sur lesquelles nous allons ajouter quelques 
notions succinctes. ■. , • , , 

Lorsque dans une équation unique 

(a5) F (x, z, a) = o, “ v ^ 

il entre une constante arbitraire a qui peut recevoir 
toutes les valeurs de o à ±: oo , l’équation proposée re- 
présente une infinité de surfaces appartenant à une même 
famille , et qui , ordinairement , se couperont consécuti- 
vement pour des valeurs de oc assez rapprochées les unes 
des autres. En considérant donc deux de ces surfaces 
individuelles , correspondant aux valeurs quelconques , 
mais voisines, a et a -f- h, la courbe d’intersection serait 
donnée par la combinaison des équations 

F (x, 

„ d¥ , d‘F lï‘ 


mais ce système équivaut évidemment à celui-ci , ‘ 

? (x , y, t, <x) = o , 
dY d'Y h 

' I — -r~ (-*... — O. (•- 

do. da 1 2 , 

• „ y ■ 

Or si , sans rien changer à la valeur de « , on fait décroître 

l’intervalle h , la courbe représentée par ces deux dernières 
équations variera de pgsition, sür la première surface 
fixe , à mesure que la seconde s’en rapprochera ; et pour 
avoir la limite des positions qu’elle prend alors, il suffira 
de poser h — o : par conséquent, le système 


(25) F (x, y, z, a) = o, 


/ ci 


ÎW 


F 

WÊSk . • 

Vàî - 






9 : *?& < - 
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donnera la courbe suivant laquelle une surface indivi- 
duelle relative à une valeur quelconque a , est coupée par 
la surface qui en est infiniment rapprochée. Maintenant, 
pour chaque valeur de a , ou pour chaque surface indi- 
viduelle , il existera une courbe analogue ; donc si l’on 
■veut obtenir le lieu de toutes ces intersections , il faudra 
éliminer le paramètre a entre les éqnations (a 5 ) et (26) , 
et le résultat , 

(27) f(x, jr, z) = o 

sera ce qu’on nomme Y enveloppe de toutes les surfaces 
individuelles comprises dans l’équation ( 25 ). Cette déno- 
mination est fondée sur ce que celte enveloppe touche 
chaque surface individuelle le long d’une des courbes 
d’intersection. En effet , si l’on désigne par F,, F, , F, , 
trois surfaces consécutives répondant aux valeurs infini- 
ment voisines la surface F, contiendra les 

deux courbes C, et Ci, suivant lesquelles elle est coupée 
par les surfaces p! et F s ; mais ces deux courbes sont aussi 
sur l’enveloppe f : donc cette dernière aura de commune 
avec la surface F,, toute la zone infiniment étroite com- 
prise entre les lignes C, et C, ; par conséquent les sur- 
faces Fi et f se toucheront le long do cette zone. D’ail- 
leurs, on pourrait le prouver analytiquement en faisant 
voir que les dérivées p et q auront les mêmes valeurs 
dans les surfaces F, et f, .pourvu que sur toutes deux on 
. considère les points de la cotxrbe particulière qui , dans 
le système (a 5 ) et (26), répond à l’hypothèse a = ac,. 

338 . Eclaircissons cette théorie, par quelques exemples 
simples. Soit d'abord l’équation , > 

(x — a)- H- y 2 + z 7 — R 2 , 

qui représente une suite de sphères d’ùu rayon constant , 
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et dont les centres sont tous sur l’axe des x. On prévoit 
bien ici que la limite de l'intersection de deux sphères 
voisines , sera un grand cercle perpendiculaire à OX , et 
que toutes ces intersections formeront un cylindre droit 
qui enveloppera toutes les sphères particulières. En effet , 
l’équation (26) devient ici 

x — a . = O ; 

et en éliminant oc, il vient pour l’enveloppe 
y' ■+• z 1 = R’. 

339 . Supposons maintenant que le Centre de la sphère 
mobile parcourant toujours l’axe OX, le rayon de cette Fin. i«j. 
sphère soit variable et égal à l’ordonnée d’une ellipse BMA 
ayant pour équations 



alors, quand le centre de la sphère sera à une distance 
quelconque OP = a, l’équation de cette surface aura la 
forme’ 

' ■ b 7 . 

(x — a ) 7 -h X 2 -f- z 7 — — [a 7 ; — a’). 

Si donc on y joint la dérivée relative à oc seul, savpir, 

' ! f . , • 

b 7 • * - • 

l’ensemble de ces deux équations représentera évidem- 
ment un petit cercle, suivant lequel une sphère d’un rang 
quelconque est Coupée par la sphère infiniment voisine. 
11 est bon de remarquer ici, i° que quelque rapprochées 
qu’on suppose ces deux sphères consécutives, la limite de 
leur Intersection n’est point iiu grand cercle, comme on 

18. 
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aurait pu le croire d’abord, excepté quand « = o;- 2 ° que 
ces sphères, quoique toujours réelles jusqu’à a — a, ces- 
sent de se couper quand on pose • ' 



car en substi tuant dans la première équation la valeur de x 
tirée de la seconde , on trouve alors un cercle imagi- 
naire , et ce résultat est indiqué par la figure. Il eu résulte 
que la surface enveloppe ne touchera pas toutes les sphè- 
res individuelles, mais seulement celles qui présentent 
une véritable intersection ; et pour obtenir- cette enve- 
loppe, on éliminera oc entre les deux dernières équa- 
tions , ce qui donnera 

• jr* -+- z 1 

a 1 6 1 b 1 ’ 

résultat qui représente un ellipsoïde de révolution YSnim’n,. 
dont le grànd axe répond à l’extrémité de la dernière 
sphère qui puisse être rencontrée par une sphère.infini- 
ment voisine. 

3-40. Il est manifeste que les raisonnements et les cal- 
culs employés dans le n° 337, s’appliqueraient d’une ma- 
nière toute semblable à une équation à deux variables*, 
telle que • 

F (*» x, «) = ° ; 

et comme en se bornant à considérer ce qui se passe dans 
le plan XY, cette équation représente alors une famille 
de courbes qui, en général, se couperont consécutive-*, 
ment poule des valeurs très-voisines de a, on en conclut 
que la lignfe enveloppe de toutes ces courbes indivi- 
duelles s’obtiendra par ^élimination de oc entre les 


m 
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F (x, y, a) — o, 



Cette règle justifie la méthode que nous avions indiquée 
au n° 325, pour trouver la courbe enveloppe de plusieurs 
lignes droites dont la position dépendait d’un paramètre 
arbitraire ë; et l’on pourra encore choisir, comme ap- 
plications de cette théorie , les questions suivantes : 

t". Trouver la ligne enveloppe de toutes les paraboles 
renfermées dans l’équation 

y 1 — a (x — a) ; 

* * * ‘ y* 

2 °. Trouver l’enveloppe de toutes les ellipses dont les 
demi-axes font une somme constante k $ et représentées par 



-, , 

< 3°. Une droite d’une longueur fixe k se meut de ma- 
nière que ses extrémités, restent constamment sui-deux 
axes rectangulaires indéfiniment prolongés : les diverses 
positions de cette droite mobile formeront, parleurs in- 
tersections consécutives , une courbe qui touchera toutes 
ces droites, et dont on demande l’équation. Celte enve- 
loppe est la même que celle du problème précédent. 

341. Revenons aux surfaces, et observons que la 
courbe (25) et ( 26 ), suivant laquelle se coupent deux 
enveloppées ou surfaces individuelles infiniment voisines, 
est celle que Monge nomme la caractéristique de l’enve- 
loppe; mais pour comprendre la justesse de cètte déno- 
^ mutation, il faut généraliser l’équation (25) , et concevoir 
qu’il y entre , avec le paramètre a , une fonction quelcon- 
que de çc paramètre. Ainsi, soit 

(28) p[i, >, s, ?(«)] = °; . ■ . 
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si dans celle équation on attribue à la fonction <çp une 
forme déterminée et invariable il n’v restera plus 
d’arbitraire que a, et en lui alignant toutes les valeurs 
possibles, on obtiendra une infinité de surfaces indivi- 
duelles, composant une famille relative à la fonction f, , 
et qui admettront une enveloppe d’une certaine espèce. 
Maintenant donnons à la fonction f une autre forme f , , 
puis taisons varier a; nous aurons une seconde famille 
de surfaces individuelles cjui admettront une enveloppe 
différente : il en sera de même pour d’autres hypothèses 
çp , f = <fi, . . . Mais, dans toutes ces familles , Ttn- 
tersection de deux enveloppées consécutives sera toujours 
une courbe de même espèce ; en effet, elle sera donnée 
(n" 337 ) par le système des deux équations 


(28) 

( 2 9 ) 


F t*> }■> z > “» ?( a )] = °x 
d( F). 


fia 


d F d F , . . 

°* ° U = 


Or, quelle que soit la forme <p, ou <p, que l’on attribue à 
la fonction y qui ne porte que sur des constantes , au 
nombre desquelles est a, les équations (28) et (29) seront 
toujours composées enz,y, r, de la même manière; par 
conséquent la caractéristique représentée par ces équa- 
tions, sera une courbe d’une espèce constante pour toutes 
les familles de surfaces comprises dans le genre (28), et 
elle offrira ainsi un caractère commun à toutes les surfaces 
de ce genre. 

342 . D’ailleurs, comme dans chaque famille l’ enveloppe 
est ( n° 337 ) le lieu des diverses positions que prend la 
caractéristique , en vertu des valeurs successives don-* 
nées. à a, toutes les enveloppes des diverses familles du 
genre F admettront une génératrice d’une espèce com- 
mune, savoir, la caractéristique (28) 0.1(29); 3 ° ne cette 


a 
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courbe caractérisera aussi toutes Jes enveloppes du genre 
de surfaces F. 

Enfin, pour obtenir l’équation générale de ces enve- 
loppes, il suffirait évidemment d’éliminer la constante a 
entre les équations (28) et (29)- Or, cette élimination ne 
pouvant s'effectuer, même quand la forme de F est con- 
nue , à moins d’assigner aussi celle de <j>, ce qui particu- 
lariserait la famille, et par suite l’enveloppe , on conserve 
le système (28) et (29) pour représenter généralement 
l’enveloppe; mais alors on regarde a, dans la première 
de ces équations , comme une fonction de x et y, déter- 
minée par la seconde. 

343 . Hàlons-nous d’éclaircir ces généralités, en consi- 
dérant le genre particulier des canaux circulaires dont 
l’axe est une courbe plane, c’est-à-dire en prenant pour 
la fonction F la forme suivante , 

( 3 o) (x — a y 4 - O — <p (a)]’ 4 - z 7 = R J . 

T 

On voit que cette équation représente une sphèrede rayon 
constant, mais dont le centre variable est situé dans le 
plan des x,y, et a pour coordonnées « et f (a). Si donc 
on représente cette dernière par S , et que l’on trace la 
courbe 

( 3 .) ’ « = tW. 

oe sera la ligne que doit parcourir le centre de la sphère 
mobile ( 3 o), ou l’axe du canal qui enveloppera toutes les 
positions de cette sphère. Pour obtenir diverses enveloppes 
particulières, il suffirait de poser, par exemple, 

6 = sjmat oU 6 = \]a ' 1 — a’; 

on aurait ainsi des Canaux dont l’axe serait parabolique 
ou circulaire. Mais laissons à la fonction f mie forme 

) . : 
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quelconque, et cherchons la caractéristique, c’est-à-dire 
l'intersection de deux enveloppées consécutives. Il faut 
joindre à l’équation (3o) sa dérivée complète relative à a, 
ce qui donne le système 

(3o) [x— a)* -t-[r — ?(“)]’ + 

(3?.) x — a 4- [y — o»), <f r ot = 0 ; 

et puisque la dernière équation est celle d’un plan qui 
passe par le centre de -la sphère, et qui est évidemment 
normal à la courbe (3i), il en résulte que la caractéris- 
tique est ici , dans chaque famille , un grand cercle 
normal à l’axe du canal, et dont le centre est sur cet axe 
curviligne. , 

Quant à l’équation de l’enveloppe , nous avons dit 
(n°342) qu’elle ne pouvait être représentée générale- 
ment que par le système ( 3o) et (3a), en y regardant a 
comme une fonction de x et y ; mais si nous voulons ob- 
tenir une enveloppe particulière, par exemple, celle qui 
se rapporte à l’hypothèse 

?(*)= d ’ où ?'( a ) = — ? • 8 ■ ' i 

ya 1 — a ! 

nous substituerons ces valeurs dans les équations (3o) 
et (3a), qui deviendront alors , 

* v 

(x — a) ! 4-(:r — \/a i — (x , y + 2’ = R% 
l a. y = x y/ [a 1 — a 7 ; 

puis , nous éliminerons entre elles.# , en prenant sa valeur 
dans la dernière ; et il viendra , après quelques réductions , 

(a rt \/x‘ -f- y 1 J = R 1 — z 7 . 

¥ 

Cette enveloppe n’est autre chose que le tore , surface de 
révolution que nous avons déjà obtenue (n° 298). 



IJF.S SIJRrACIS RÉGLÉES, GAUCHES OU DKVFI.OPPABU». 

Line colpn/ie lorsc est aussi l’enveloppe des positions 
successives d’uric sphère, dont le centre parcourt une 
hélice , et dont le rayon est constant, ou variable si la co- 
lonne n'a pas le même diamètre au sommet qu’à sa base. 

344. Observons enlin que , dans chaque enveloppe, il 
existera ordinairement une arête de rebroussement for- 
mée par les intersections consécutives des caractéristi- 
ques. Or, puisqu’une de ces dernières est représentée 
(n° 341) par les équations 

dlY) 

F O, J, 2,a, ? (a)] = 0, °> 

* 

où « est uiie constante arbitraire, le point de section de 
cette courbe avec celle qui en est infiniment voisine, 
s’obtiendra (comme au n° 337) en joignant aux équations 
précédentes leurs différentielles complètes par rapport 
à a. ; mais ce système se réduit évidemment à 



F[x, 7 ,'z,a, Ÿ (a)]=:o, 



rf 7 (F) 


O 


donc il suffira d’éliminer a entrç ces trois dernières, pour 
avoir les deux équations de l’ arête de rebroussement de 
l’enveloppe. 

Dans le tore trouvé au numéro précédent, l’arôte de 
rebroussement est imaginaire si R et si R > a, elle 
se réduit à deux points situés sur l’axe vertical de la sur- 
face : mais on trouvera un exemple plus intéressant de 
cette sorte de Courbes , dans la surface enveloppe décrite 
au n° 205 de la Géométrie descriptive. 
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Des lignes courbes , et de leurs diverses courbures . 


Fie. 48. 345. Lorsqu'une courbe AMM', plane ou à double 

courbure , est donnée par ses deux projections 

(•) t = ?(*)> (?) X = '('(*)> 

on a vu (n° 264) que sa tangente était projetée sur les 
droites qui touchaient les deux projections, et qu ainsi 
cette tangente avait pour équations 

, dje . . , 

( 3 ) x' — X = — (2 — 2), 

(« 

dans lesquelles x' , y 1 , ,z\ désignent les coordonnées cou- 
rantes de la droite ; x , y, z, celles du point de contact 

M ; et où les dérivées ^ , ~ , sont censées déduites des 
az dz 

équations (1) et (a). Mais, quand la courbe sera définie 
par deux surfaces quelconques , 


F(x, y,z) — o, et F' (x, y, z) = o, 

on sait (n° 265) que , sans les ramener à la forme (1) 
et (2), la tangente pourra être représentée par le système 
des deux équations 


, , \ rfF / , ,<*F , , ,dF 

( x ~ x )iïz+(? ~ r)jj 7 + - 2 )rf^ = 0 > 


dx 

, , , , ^F' / , , rfF' 
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lesquelles appartiennent aux plans tangents des deux sur- 
faces données. 

346. Quant aux angles a, S, y, que forme la tangente 
avec les axes , on trouvera , en appliquant ici les' for- 
mules du n° 27 , 

dx dy 

cos a = -■■■ cos 6 — - . , 

\dx' 4- dy' -+- dz' y /dx* -+- dy' -|- dz' 

dz 

COSy = -psx=a===sz. 

\dx ' -+- dy 1 + dz 1 . 

• 

347. Un arc AM = s qui commence à un certain point 

lixe A , et se termine à un point variable M ayant pour 
coordonnées x, y, z>, est évidemment une fonction de 
ces Coordonnées , dont une seule est d’ailleurs arbitraire, 
en vertu des équations de la courbe. Ainsi eet arc admet 
une différentielle que l’on peut regarder , d’après les 
principes de la méthode infinitésimale , comme l’accrois- 
sement MM' que subit AM , quand on donne à la va- 
riable indépendante z un accroissement infiniment petit 
dz : mais , par les mômes principes , les autres coordon- 
nées x , y , croissant aussi de leurs différentielles dx, dy , 
le petit arc MM' pourra être considéré comme la distance 
rectiligne de deux points dont les coordonnées sont x, y , 
z, et x -J- dx , y -f- dy, z -+- dz\ par conséquent on 
aura , ‘ ‘ ■ 

i . > 

(5) MM' = ds — ^dx'+dy‘-ydp'. • 

Cette formule s’obtiendrait , d’ailleurs , en développant 
Je cylindre vertical qui projette la courbe AM sur le 
plan XY; car, par ce développement» l’arc AM devient 
sans changer de longueur , un arc plan Am = s qui', rap- 
porté aux coordonnées 15 /> = tel pin — PM = s, donne, 
comme ou sait, la relation ds * = dz* -f- dl 1 : mais 
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t — bp — BP est un arc de courbe plane , qui fournil 
aussi l’équation dt 1 = dx'' -+- dy' ; donc, en substituant, 
il vient — 

ds 3 xz dz 3 dy' + dx'. 

348. D’après cela , les forinules trouvées n° 346, pour 
les angles de la tangente, peuvent être écrites sous cette 
forme plus simple 

, c , dx dy dz 

ds ds ds 

et il est utile de remarquer que ces formules, qui sont 
fréquemment employées, peuvent encore s’obtenir en 
observant que l’élément de courbe MM' = ds, qq^ coïn- 
cide en direction avec la tangente, a pour projections 
sur les trois axes coordonnés , lçs quantités dx, dy, dz ; 
de sorte que le théorème du n° 67 - donne immédiate- 
ment 

dx = ds cos a , dy — ds cos 6, dz — ds cosy. 

Fie. 48. 349. Une courbe quelconque AM n’a qu’une- tangente 

unique en chaque point M ; mais elle admet une infinité 
de normales , c’est-à-dire de droites perpendiculaires à la 
tangente , et menées par lé point de contact de celle-ci. 
Or toutes'oes normales sont nécessairement dans un même 
plan , que l’on nomme le plan normal de la courbé au 
point M, et son équation aura évidemment la forme 

K{x' — x} + B(j-' — y) H- C(ï' — z) = o;. 

mais puisqu’il doit être perpendiculaire à la tangente re- 
présentée par les équations (3) et (4), on aura (n° 47) les 
deux relations 

A dx B dy • 

■ r ■ . , ■ ■ ‘ C ëlz’ C dz 

■■ ■ . 1 
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de sorte que l'équation du plan normal deviendra 

(7} (x' — x)dx -+- (// — y)dy — z)dz = o , 

; 

ou les différentielles disparaîtront , quand on aura tiré 
des équations de la courbe les valeurs de deux d’entre elles 
en fonction de la troisième. 

350. Lorsqu’une ligne AM est à double courbure, ses 
diverses tangentes ne sont pas dans un même plan, mais 
deux éléments consééutifs MM' et M'M" remplissent tou- 
jours cette condition^ puisqu’ils ont un point de commun 5 
alors le plan qui pass*e par ces deux éléments se nomme 
le plan oscillateur de la courbe en M, et il change de 
position quand on considère les divers points successifs 
M', M®, . . . L’équation de ce plan , en tant qu’il est mené 
par le point M (x, y, z), aura la forme 

A(x ' — x)-f- V{y ' — y)-\-C(z' — z) = o-, 

puis, pour exprimer qu’il passe aussi par M' et par M", 
il faut écrire que l’équation précédente est satisfaite quand 
on y remplace x, y, z par 

1 •* * * ' _ -• 

x ■+■ dx, y + dy , z dz, 

et’ aussi par 

x -4- 2 dx -+- d 7 x, y + idy d 7 y t z ■+- 2 dz 4- d 7 z. 

Or, on sait qu’en faisant ces substitutions dans une équa- 
tion quelconque . - , * 

f(*, r. z ) = », 

‘ * • • * ' • • * * 

elle devient successivement 

F 4- rfF = o, 

F -t- 2 dF' -f- d 7 F = o; 

et toutes les fois qu’il faudra , comme ici , prendre simul- 
tanément ces trois équations, leur système se réduira évi- 
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demiueiit à 

F = o, dF = o, i/ ! F == o. 

Par conséquent, pour exprimer qu’une équation qui est 
satisfaite pour un certain point , est aussi vérifiée pour 
deux points infiniment voisins du premier, il suffit de 
joindre à l’équation primitive sa différentielle première 
et sa différentielle seconde; c’est là une proposition que 
nous nous dispenserons de démontrer dorénavant dans 
tous les cas semblables. Il résulte dç là que le plan oscu- 
lateur sera déterminé par les équatfbns 

A(x' — x) 4- B(/' — y) + C(z' — *) = o, 

A dx B dy Cdz = o, 

Ar/’x -4- Bci’r -f- Cd'z — o. 

Les deux dernières font connaître les valeurs de - et ? , 

f ta Lé 

et en les substituantdansla première, on obtient, pour l’é- 
quation du plan osculateur , 

f (x'— x)(dyd’z — dzd’y)-h(y'— y) (dzd'x — dxd'z ) i _ 

I -f- (z' — z)(dx(Vy — dyd*x)\ ° 

A la vérité, la courbe étant déterminée par deux équa- 
tions, une des trois variables est indépendante , par exem- 
ple x, et ainsi d*x = o. C’est une réduction que l’on in- 
troduira, si l’on veut, dans les calculs précédents ; mais 
il vaut mieux, pour conserver aux formules la symétrie 
qui les rend plus faciles à retrouver et à combiner, re- 
garder les trois coordonnées comme des fonctions d’une 
quatrième variable indépendante et quelconque t; ce qui 
est toujours permis, puisque les deux équations x = y (z) 
et y = (z) pourraient être remplacées par trois autres, 
entre x, y, z et t. 
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351. La courbure d’une ligne quelconque AM, au Fie. 
point M, doit être estimée d’après l'angle de contingence 
TM'T'^= £ que font entre elles les deux tangentes infini- 
ment voisines MM'T, M'M"T'; car cet angle, qui est 
toujours infiniment petit dans une courbe continue, 
exprime bien la flexion qu’il a fallu faire subir à la 
droite MM'T pour la plier suivant la courbe MM'M". . . . 

Or si, dans le plan oscillateur MM'M", on trace deux 
normales KO et K'O, élevées sur les milieux des éléments 
MM' et M M", ces deux normales comprendront un angle 
KOK = TM'T' = e, et leur point de section O sera le 
centre du cercle qui passerait par les trois points M, 
M', M". Ce cercle ayant ainsi deux éléments consécutifs 
MM', M'M", communs avec la courbe, se nomme par 
cette raison le cercle oscillateur relatif au point M , et 
son rayon serait une des trois distances égales OM , OM', 
OM"; mais on peut en place adopter pour ce rayon la 
normale OK =; p dont la longueur ne diffère de OM' que 
par un infiniment petit du second ordre, puisque le 
triangle rectangle OKM' donne 


OM'= VOK 1 -t- KM' 1 = p 



Cela posé, en admettant que les éléments MM' et M'M" 
ont été pris égaux, l’arc KM 'K' du cercle osculatcur 
sera égal à MM' = ds ; et comme il est semblable à l’arc s 
décrit avec l’unité pour rayon, on aura 



résultat qui montre , puisque ds est constant ici , que la 
courbure d'une courbe indiquée par l’angle s , varie d’un 
point à un autre en raison inverse du rayon OK = p du 
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cercle. oscillateur*, c'est pourquoi cette droite s’appelle 
aussi le rayon de courbure de la courbe au point M (*). 

352. Toutefois, il faut observer que la grandeur ab- 
solue de l’angle de contingence e ne suffirait plus pour 
comparer entre elles deux courbes différentes dont les 
éléments pourraient ne pas être respectivement égaux , ou 


’ (*) L’hypothèse admise plus haut, que les éléments MM' et M’M" 
sont égaux, revient à supposer que Tare s a etc pris pour la variuble in- 
dépendante, puisque alors ds sera constant : mais dans toute autre hy- 
pothèse, les éléments M!Yl' et M'M" ne pourront, dil moins, différer 
que par une quantité infiniment petite du second ordre. En effet, 
l’arô AM = s sera toujours une certaine fonction déterminée de la va- 
riable indépendante, x par exemple, laquelle devra alors recevoir des 
accroissements constants désignés par h \ et les accroissements de *, loin 
de pouvoir étïc pris arbitrairement, devront se déduire des formules 

AM = s = (x ) , 

MM' = p (x -h h) — p (*) = h p' (x) + J^ÿ”(x)+ 

. 3A 1 •* 

M' M" = p (x-hih) — p (x-f-A) = h p'(x) -f- — — p" (x) -f- . . . . j 

d’où Ton voit qu'en négligeant, comme il fe faut, les infiniment petits 
du second ordre vis-à-vis de ceux du premier, il viendra 

M'M" = MM' + A/»’, ou ds 1 = ds -h Aà* = ds ; 

ensuite on aura , comme dans le texte , 

arc KM' K' = \ ds \ ds‘ = ds. 

« 

D’ailleurs, ai l’on appelle p' la longueur du nouveau rayon de cour- 
bure KO', quand le milieu de l’élément M'M" est en l au lieu d’être 
en K', le triangle rectangle ODO' donnera évidemment 

° sin e aé ’ 

» 

or, comme ce résultat est une quantité' infiniment petite du premier 
ordre , elle doit être négligée vis-à-vis de p , et l'on a ainsi p' = p y par 
'conséquent les formules (9) et (10) du texte sont toujours vraies, même 
quand la courbe n’est pas divisée en éléments égaux entre eux. 
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même avoir entre eux Un rapport déterminé ; car ou sent 
bien que 'c’est seulement sur deux arcs de même lon- 
gueur, que l’angle des tangentes extrêmes manifeste une 
courbure plus ou moins prononcée. Ainsi l’on doit dire 
généralement que la courbure d'une courbe est mesurée 
par le rapport 


('<>) 



mais avant de calculer cette expression qui s’applique 
également aux lignes planes et aux lignes à double cour- 
bure, nous allons expliquer en quoi les unes diffèrent des 
autres. 

353. Lorsqu’une courbe n’est point plane, elle n’a en Fis. 4y. 
chaque endroit qu 'une seule courbure qui s’estime comme 
nous venons de le dire ; mais elle offre eu outre une tor- 
sion de ses éléments les uns autour des autres. En effet 
si, dans une pareille ligne, on fait tourner le plan oscu- 
lateur MM'M" autour de M'M", pouf le rabattre sur le 
plan osculateur suivant, les trois éléments MM', M'M', 
M"M"', se trouveront dans un même plan , sans que la 
courbure ou l’angle TM'T' ait été altérée. De même, en 
faisant tourner le plan actuel MM'M^M* autour de 
M 'M", on pourra le rabattre sur le plan osculateur sui- 
vant; et en continuant ainsi de proche en proche, on 
amènera tous les éléments dans un seul plan. Au con- 
traire, par des mouvements opposés, qui répondent bien 
à une véritable torsion,. ou changerait une courbe plane 
en une courbe à double courbure ; c’est pourquoi il 
convient de remplacer cette dernière déuomination , qui 
exprime l’idée fausse de deux courbures, par celle de 
courbe gauche que nous emploierons dorénavant; cl la 
torsion d’une pareille courbe sera mesurée , en chaque 

•9 
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point, par l'angle 9 compris entre les deux plans oscil- 
lateurs consécutifs. Cet angle 9 que nous Calculerons 
bientôt, est toujours infiniment petit dans une courbe 
continue, et il est constamment nul dans une courbe 
entièrement plane : cet angle répond à ce que divers au- 
teurs ont nommé la Jlexion ou la seconde courbure de la 
courbe. 

F». 48. 354. Cela posé , pour calculer l’angle de contingence 

TM'T' = «, désignons par «, v, te, les cosinus des an- 
gles que la tangente MT forme avec les axes , et par u, 
w‘ les cosinus analogues pour la tangente M'T' ; nous 
aurons (n° 34 ) 

cos s — ««' -t- w' H- aw' ; 


mais comme u, v ' , w', sont les fonctions variées de u 
v\ iv', quand x, y, z deviennent x y- dx , y y- dy, 
z y- dz , on aura , par la formule de Taylor, 


u — u y- du -4- — d 2 u, 

♦ a 

1 * J , 

t v’ u dv - tf/V, 
2 


w* = w -f- dw -f- - d*w . 

2 


Nous poussons ici le développement de u', u' , W , jus- 
qu’aux termes du second ordre , parce que t étaut infini- 
ment petit, son cosinus ne doit différer de l’unité qu’à 
partir de ces termes. Si donc on substitue ces valeurs , et 
qu’on fasse attention aux relations 

u 2 y- v 2 -+- iv 2 = 1 , , 


udu -t- vdv -t- ivdiv — o. 


ud 2 u -4- vd'v -I- wd'w — — (du- -f- dv 2 -f- dw 1 ) , 
dont les deux dernières se déduisent de la première par la 


i 
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différentiation, on trouvera 


cos s=i ( du 7 4- dv* 4- rfu'M. 

2 ' ' 


26 J t 


Mais , en développant le cosinus de l’arc infiniment pe- 
tit e , on a aussi 

fi 7 », 

cos i=i ; donc e’ = du* -+- dv* -t- dw*': 

2 • , 

puis, comme on sait (n° 348) que 

dx dy dz 

u ~ dJ’ v ~d7’ iV 7ïs ' 

il viendra pour l’angle de contingence 

• =* slÇW + VW ('£)'• 

335. On peut donner à cette expression une forme 
plus simple. D’abord en effectuant les différentielles des 
fractions , sans regarder aucune des variables comme in- 
dépendante, ilviendra 

_ \/{dsd'x — dxd*s)* -f- [dsd') — dyd's)' -+- (dsii’z — ded’s)' 

*~ • 

Si maintenant on développe , on trouvera pour la somme 
des carrés des premiers termes des binômes, 

ds*(d*x* -f - dy 4- d*z*): 

pour la somme des carrés des seconds termes 

. d*s*(dx*' 4- dy 1 -f- dz *) = d.d:d*s* ! .... ' 

la soigne des doubles produits donnera 

— }dsd*s(dxd*x 4- dyd*y 4- dzd'z] = î</ltWV; 

> 9 - 
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par conséquent , il reste cette valeur bien simple 


(12) 


t 


• d*y* -+- d’z’ — dV 
ds • 


356. Enfin , si de l’équation identique 
rf.t ! = dx' -+- dr 1 -+- dz 1 

qui donne par la différentiation, 

dsd's =, dxd ‘x -4- dyd r y -fc- dzd'z, 


on tirait la valeur 



\ dx 1 -+- dy ' -f- dz' 


et qu’on la substituât dans la formule ( 12 ) en réduisant 
au même dénominateur sous le radical , on arriverait à 
ce résultat moins simple, mais qu’il est bon de connaître, 


/ ^ [drd'z ■ — dziPy) 1 - tlnl : : ihctf': ' ilriVy — <h d* 1’ 

(U) *= - ■ • 

•* , 

Ici les trois binômes sous le radical, sont les mêmes que 
les coefficients de l’équation ( 8 ) du plan osculateur. 

357. Maintenant que nous connaissons l'angle de con- 
tingence, il sera bien facile d’en déduire le rayon de 
courbure de la courbe, puisque, d’après la formule ( 9 ), 
nous avons 

ds 

P — T » 


donc, en substituant ici l’une des expressions trouvées ‘ci- 
dessus pour e , par exemple celleque donne la formule(i 2 ), 
il viendra 


04 ) 


ds 5 






y 'tl* je' 1 -f- il* y* -f- rf 2 Z' — d‘s : 
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Cette manière bien simple d’obtenir le rayon de courbure 
fait connaître sa grandeur,- mais non sa position ; et quoi- 
que ce résultat suffise potlr le plus grand nombre des ap- 
plications, il est cependant des cas où l’on a besoin d’em- 
ployer la longueur du rayon et les coordonnées du centre 
de courbure ; c’est pourquoi nous allons les déterminer 
par le procédé suivant. 

358. Les deux normales particulières KO et K'O ne Fie 
sont autre chose que les intersections du plan osculateur 
MM'M" avec deux plans normaux consécutifs ; par consé- 
quent on déterminera le centre de courbure O -en cher- 
chant le point d’intersefction des trois plans que nous 
venons de citer. Or, l’équation du plan osculateur pour 
le point Mdont les coordonnées sont x, y, z, est 

A(x' — x) B(y — y) -f- C(z' — z) = ,o, ^ 

où les quantités A, B, C, désignent, pour abréger, les 
coefficients de la formule (8) du n° 350. Le plan normal 
en ce même point est (u° 349) 

(x' — x)dx 4- (/' — y)à-Y 4- (z' — z)dz = o, 

* 

et le plan normal infiniment voisin s’en déduirait (n° 350). 
en augmentant le premier membre de sa différentielle re- 
lative aux coordonnées xfy , z ; mais, puisque nous de- 
vons combiner cette qpùvellc équation avec les deux pré- 
cédentes pour obtenir le poiry. de section , il suffit de 
joindre ici la différentielle du plan normal , égalée à zéro, 
ce qui donne 

(x 1 — xjd’.r 4- {y' — y)d' , y •+■ (z' — z)d 2 z> — du] — o, * 

Maintenant il faut regarder les variables x', y ', z comme 
les mêmes dans ces trois équations , et alors elles repré- 
senteront les coordonnées du centre O coinmu n aux trois 
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plans : cherclions-en donc les valeurs. Or, les deux pre- 
mières équations donnent , en éliminant tour à tour 
y' — y et x' — x, 

(x' — x) (A tly — B dx) -+- ( z' — z) (Cdy — Brfi) = o, 

{y' ~ y) (A dy — Brfxj -t -(*' — *) (Ads — C dx) = o; 


tirons de là les valeurs de x' — x >y — y > pour les sub- 
stituer dans la troisième équation , et nous aurons 

ds’ (Adr — B<ir) 

(Bd* — Cdr) d'x -e (Cir- Ad*7dV H- (Adr — îidxjd’ï ’ 

mais si 1 on observe que, dans ce dénominateur, le coeffi- 
cient total de A est égal à la valeur même de A que donne 
la formule (8) , et qu’une coïncidence semblable a lieu 
pour B et pour C , on en conclura 


, ds 1 (A dy — Bdx) 

~~ A 1 -KB 1 -|- C‘ ’ . 

et par suite 

, ds 1 ( tUlx — A dz) 

y — y — ■ — 5 

A 2 -t- B 2 -+- C 3 ’ 

y _ x _ — C dy) m 

A 2 B 2 + C’ ' 

D’ailleurs, le rayon de courbure n’étant autre chose que 
la distance du point x, y, z , appoint de section x' , y, z', 
on aura * 

_ ds 1 y'' A dy — B dx)' -f-»( C dx — A dz) 1 + (îkfe _ C dy)' 

P ~ " A> + B 2 4- C’ ~ ’ 

mais , en développant les carrés des binômes , on voit que 
les termes multipliés par A’,. B 1 , C% sont 

A’(rfj 2 -t- dz 1 ),- qui égale A 2 (ds ! — dx 1 ), 

B*(rfx 2 -K dz 1 ), B 2 (ds 1 — dy’), 

, C’idx 1 -h dy’), O [ds'- — dz 1 )-. 
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de sorte que le radical prend la forme 

y/ (.A 3 -h B J -+-Ç') ds 3 — ( Adx -+- B dy + C dz)'. 

Or, le demie/' trinôme est nul, en vertu d’une des équa- 
tions qui ont servi' (n? 350) à calculer les coefficients 
A, B, (J ; par conséquent il reste 

ds ' 

P _ v^ + B’ + C 3 ’ 

c'est-à-dire, en substituant les valeurs de A, B, O, 


,_ e ; , ds' • • . 

'■ ' 9 ~ y] (dÿd's~^~dzd'y)' ■+- (dïd'x — dxd'zf -H {dxd'y — dyd'x)' ’ 

résultat qui s’accorde bien avec les formules (9) et ( 1 3) . 

359. Quant aux coordonnées#', y, 2', du centre de 
courbure, si l’on substitue dans leurs numérateurs les 
valeurs de A, B, C, on trouvera pour le premier, par 
exemple : 


A dy — B<7x = d'z ( djr 3 ~\-’dx‘) — dz (dxd'x -t- dyd'y) 
, - d'z (dsl — dz') — dz ( dsd's — dzd'z) 
— d'zds' — dzdsd's ; 


et en développait *de même les autres numérateurs, il 
viendra * 


! , ds' (ds(J 'z — dzd's) 

z ~ z = A’ + B’ -4- C’ 

Y ^(dsd'y—dy d's) 
y A’ + B 3 -+-C 1 

ds* ( dsd'x — dxd 's) 
x ’~ x — A 3 4- B 5 H- C’ 
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360. Si l'on veut obtenir les angles X, p, v, que forme, 
avec les axes coordonnés, le rayon de courbure p prolongé 
à partir du point M de la courbe vers le centre O (ce qui 
s’appliquerait au cas d’une force attractive agissant sur 
un mobile M, et dirigée vers le centre de courbure) , on 
observera que les projections de p sur les axes sont évi- 
demment x' — x, y' — y, z' — z -, par conséquent, on doit 
avoir (n° 67) 

x 1 — x 3 = p cos X, y' — y — p cos p, z' — z — p cos v ; 

et en substituant ici les valeurs données par les formu- 
les (16), il viendra 

. , , it) {%) <î)- 

(’,) cos x = p __,cos F = p_^,cosv = p— rf A 

En ajoutant les carrés de ces trois cosinus (*), dont la 


(*) Ces formules peuvent servir à démontrer for^sjmplement un théo- 
rème important de Mécanique, ‘ relatif au mouvement d’un mobile 
astreint à demeurer sur une courbe fixe , et d’après lequel la pression 
totale supportée par cette courbe, est la résultante de la force centrifuge 
et de la composante normale de la force motrice R ffhi agit sur le mobile. 
En effet, en conservant les notaliorfs employées par M. Poisson daii6 son 
Traité de Mécanique, pages irgel’i'ii du I er volume, et en regardant la 
masse du mobile comme égale à Pnriité, les équations de son mouvement 
seront 

d*x „ 

— — = X — P COS T3 , 

dP 

d'y 

— = Y — P cos ct', 
dP 

= Z — P cos o". . 
dp 

Or, si l’on décompose la force R en deux autres T et Q, l’une tangente et 
l’autre normale à la courbe, la première sera, comme on sait, égale à 


S* 



t 

; • 
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somme doit égaler l’uuité , on retrouverait une valeur 
de p qui s’accorderait bien avec les formules ( 9 ) et ( 1 1 ). 

361. Quant à la torflon ou la seconde espèce de cour- 
bure que présente une courbe qui n'est point plane, nous 
avons dit (n° 353) qu'elle était mesurée au point M , par 
l’angle compris entre les deux plans osculateurs consécu- 
tifs qui passent, l’un par les deux éléments MM' et M'M", 
l’autre par M'M" et M'M”. Le premier de ces plans est 
donné par la formule ( 8 ), que nous écrirons, pour abré- 
ger, sous la forme 

\x' + Br' - f~ Cï' -4- D — o , 

et le plan osculateur consécutif s’en déduira eu rempla- 
çant x,y, z, par x ■+■ dx, y 4 - dy, z-\- dz\ ainsi son 




-tt s el Ton aura évidemment 
dt* 1 


dx d‘S 

X = 0co8 , 


ds df ’ 


„ „ , dr d>s 

Y = Qcos, + - 

Z=Qco» t " + £Ji; 


de sorte qu'en substituant dans les équations primitives , il viendra 

-O 


P COS CT = Q COS q — 


rft* 


Pcoso' = Q cos q' 


dt' 


dsd( d A 

P COS et" = Q CO» y 


dt' 


Mai» >i Pon appelle y, y’, y", les angles. que îot-rne avec les axes , le pro- 
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équation sera 
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A'.r' + B y -+- C V + D' = o, 
dans laquelle on aura ( 11 0 350) les relations 

A' = A -+• r/A , B’ = B -)~«/B, C'=C f rlC. ’ 

En appelants l’angle de torsion, ou aura donc 

cos 0 AA' -H BB' Hh CC' 

~ v / Â î 4-B > -+- C 1 vA"-+-D' i -t-C" ’ 

mais comme cet angle 6 est infiniment petit, son cosinus 
ne différerait de l’unité que par des termes du second or- 
dre; c’est pourquoi il vaut mieux passer de là au sinus , 
qui aura pour expression 

. . , ’ (AB' — BA') 1 •+• (BC' — CB') 1 -t- (CA' — AC') 1 

sin 1 S = i i ^ 1 : 

(A 1 -t- B -+- C 1 ) (A 1 -t- B" -h C"; 


longement extérieur du rayon de courbure p, ces angles seront les sup- 
pléments de A. f Vf ot par les formules (17) du texte, on aura 



d’où l’on conclura , à cause de v = — 

dt 


P cos ct s=Qcosÿ -f- — cos y, 

• P 

e* 

P cos cr' = Qcos</' h cos*/, . 

P 

. v* 

Pcqsct" = Q COS q" H » .COS / , 

' '■ p . 

résultats qui montrer* bien que la pression P est la résultante des deux 

t»* _ , 

forces Q et , dont la dernière, dirigée en sens contraire du rayon de 

courbure, se nomme la force centrifuge, çt subsisterait encore quand 
bien meme Q serait égal à iéro. . 
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en y substituant les valeurs précédentes de A', B', C , et 
négligeant, dans le dénominateur, les termes de l’ordre 
le plus élevé, puis remplaçant sin 0par 0, il restera 

(ArfB — BrfA)’ + {BdC — WB) 1 4- (C rfA — AÆj 1 
(A J -f- B J + C')' 

Maintenant, il n’y a plus qu’à substituer iei les valeurs 
des coefficients A, B, C, prises dans la formule (p); mais v 
pour éviter des calculs longs à écrire , nous admettrons 
qu’une des trois coordonnées , x , par exemple , est prise 
pour variable indépendante , c’est-à-dire que nous pose- 
rons ePx = o. Alors il restera 

A = dyd‘z — dzd'y, dk = dyd'z — dzd'y, 

B = — dxd'z, d B — — dxd'z, 

C — dxdy, de — dxd a y\ 

et en substituant dans la valeur précédente de 0, on ob- 
tiendra, après quelques réductions évidentes, 

dxds(d 2 yd a z — d 2 zd 3 y) 

('**' 0 —(dy- -+■ d -Z 2 ) dx‘ -t- (dyd‘z — dzd‘yf' 

:i62. Si la courbe avait un point singulier ou elle pré- 
sentât une inflexion simple, c’est-à-dire où trois éléments 
consécutifs fussent dans un même plan , il arriverait, que 
l’angle de torsion 0 serait nul pour ce point; par consé- 
quent, on aurait la condition 

d 2 yd a z — d 2 zd a y — o, 

laquelle, jointe aux deux équations de la courbe, suffira 
pour déterminer les points singuliers de cette espèce. 

On reconnaitra aussi qu’une courbe efct entièrement 
plane , lorsque la relation précédente sera vérifiée iden- 
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tiquement par les équations de la courbe, quelle que 
soit la variable x. 

363. Lorsque deux éléments de la courbe seront en 
ligne droite, il y aura une inflexion double , ainsi nom- 
mée parce qu’elle entraîne nécessairement l’inflexion 
simple dont nous venons de parler. Alors l’angle de con- 
tingence sera nul; et d’après la formule (i3) où nous 
supposerdhs , pour simplifier, que dx est constant, il 
faudra que 

(dyd ' z — dzd : jr)’ -+- dx* (d' z' -+■ d'y*) r= o , 
ce qui exige évidemment que l’on ait , pour un tel point, 
d'y — o avec d'z = o. 

36-4. Pour compléter ce qui regarde les points singu- 
liers, nous ajouterons que quand il y aura rebroussement 
dans l’espace, chaque projection de la courbe présentera 
aussi un rebroussement; et quoique la réciproque de cette 
proposition ne soit pas toujours vraie, nous pouvons du 
moins affirmer que les points singuliers de cette espèce 
satisferont aux deux conditions , 

' d'y — o où = », d'z = o ou = oo . 

w • V 

363. Nous ferons remarquer ici qu'il existe une diffé- 
rence essentielle, quant aux rayons de courbure, entre 
les courbes planes et les courbes gauches. Dans les pre- 
mières, les ravons relatifs aux divers points de la courbe 
étant tous dans son plan , se rencontrent consécutive- 
ment et forment par leurs intersections une courbe à 
laquelle ils sont tangents, et que l’on nomme Va dévelop- 
pée de la première ; mais , dans une courbe gauche , les 
rayons des cercles osculaleurs ne se rencontrent pas con- 
sécutivement. En effet, par les milieux K , K , K , . . . , des 
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divers éléments de la courbe MM'M". . . menons les Fig- 5i. 
plans normaux P^P", P",. . qui se couperont deux à 
deux, suivant les droites AB, A'B', . . . , et formeront ainsi 
une surface développable (n° 331) enveloppe de tous ces 
plans. Si nom coupons les plans P et P' par le plan oscu- 
lateur MM'M", qui est perpendiculaire à l’un et à l’autre, 
nous obtiendrons pouf intersections les normales RC et 
K'C, perpendiculaires à AB, et dont la première sera 
(n° 351) le rayon de courbure relatif au point M. De 
même, en coupant les plans normaux P' et P" par le plan 
osculateur MM'M*, on aura pour sections les deux nor- 
males K'C' et K"C', perpendiculaires à A'B', et dont la pre- 
mière sera le rayon de courbure en M'. Or, ce rayon 
K'C' ne coïncide pas avec l’autre normale K’C, puisque 
ces droites proviennent du même plan P' coupé par deux 
plans osculateurs distincts ; ainsi , K'C' va rencontrer AB 
en un point I différent de C, et par conséquent les deux 
rayons de courbure KC et K'C', situés dans les plarts P et 
P', n’ont pas de point commun sur l’intersection AB de 
ces deux plans : donc ces rayons ne sauraient se couper. 

Il résulte de là que les centres de courbure C , C', C", . . . , 
n’étant pas donnés par la rencontre successive des rayons 
KC, K'C', K"C", la courbe qui passerait par tous ces 
points n aurait pas pour tangentes ces memes rayons, 
et par conséquent ceux-ci ne sauraient être regardés, 
comme formés par le développement d’un fil qui entou- 
rerait la ligne CC'C"...; donc enfin cette ligne n est 
point une développée de la courbe MM'M". . . , dès que 
cette dernière est gauche. 

366. Cependant la courbe MM'M" . . . ’ admet une in- 
finité dje développées, ainsi que l’a fait voir 'Monge. En 
ellet, si dans le premier plan normal P nous tirons arbi- 
trai rement une droite KD. qui sera toujours normale à la 
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courbe proposée ; puis, que par les points IJ et K' nous 
tirions une autre droite KTJI)', qui sgra dans le second 
plan normal P , puis une troisième droite K"D'D" située 
dans le plan P", et ainsi de suite, nous obtiendrons , par 
les intersections successives de ces normales particulières, 
une courbe DD'D". . . à laquelle ces normales seront tan- 
gentes, et qui pourra servir à décrire la ligne MM'M''. . . 
par le développement d’un fil enroulé autour de cette 
développée DD'D”. . , Pour le prouver, il suffit de faire 
voir que les portions DK et DK' des tangentes à cette dé- 
veloppée sont égales entre elles, ou bien que le point D 
est à la même distance des trois points M, M', M"; or cela 
résulte de ce que la droite AB étant l'intersection de deux 
plans P et P' élevés perpendiculairement surJes milieux 
des éléments MM' et M'M", chaque point de AB est à égale 
distance de M, de M' et de M" : aussi cette droite est-elle 
appelée là ligne des pôles de l’arc total MM'M'', et les dis- 
tances) DK, D'K',..., sont les rayons de développée, qu’il 
ne Faüt pas confondre avec les rayons de courbure. D’ail- 
leurs, comme la première n.ormale KD a été menée arbi- 
trairement dans le plan P, on pourra donc , én faisant 
varier cette normale, obtenir une iufinité de développées 
situées toutes sur la surface enveloppe des plans normaux. 
Pour de plus amples détails sur cette matière, on pourra 
consulter le Traité de Géométrie descriptive , n os 659 et 
suivants. , 
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De la courbure des Surfaces. 


367. Pour estimer la courbure d’une ligne quelconque,- 
en un point donné, on la remplace, dans les environs 
de ce point , par l’arc du cercle osculatcur (n° 351) qui 
ayant deux éléments communs avec la courbe, présente 
la même courbure que celle-ci. Quant aux surfaces , on 
ne peut pas tenter de les assimiler ainsi- à une sphère, 
puisque dans cette dernière la courbure est évidemment 
uniforme tout autour d’une même normale , tandis qu’il • 
n’en est pas de même ordinairement pour une surface 
générale. Il faut donc alors imaginer divers plans con- 
duits suivant la normale de la surface au point considéré ; 
calculer les rayons de courbure de ces sections planes, 
et par leur comparaison , on jugera de la courbure plus 
ou moins prononcée de la surface autour de ce point, 
ainsi que du sens dans lequel est dirigée cette courbure; 
car nous avons vu (n° 271) que certaines surfaces se trou- 
vaient en partie au-dessus, et en partie au-dessous de 
leur plan tangent. D’ailleurs ces diverses sections nor- 
males se trouvent, quant à leur courbure, liées entre 
elles et avec les sections obliques , par des rapports bien 
remarquables que nous allons faire connaître, en com- 
mençant par calculer le rayon de courbure>d’une section 
oblique quelconque. . 

368. Soit M (x, y; z) le point- considéré sur une sur- 
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face représentée par 

(«) ' * = /(*. .r); 

ici où les trois variables ne sont liées que par une seule 
équation, deux d’entre elles, x et j', seront indépen- 
dantes, et l’ordonnée ? admettra, dans les" divers ordres, 
plusieurs dérivées partielles que nous désignerons, suivant 
l’usage , par 

dz dz 

Tx =P' Ty= q ' 

d'z d'z d'z 

dx* 


dxdy 




= t: 


de sorte que quand on aura besoin de foire varier à la 
fois x et y, les différentielles totales de z seront 

(a) dz — pdx -+- qdy , 

(3) d*z = dpdx-y dqdy 

= rdx' 1 -p isdxdy -f- tdy‘ . 

369. Soit maintenant MT une tangente menée à la sur- 
face, et dont la position sera fixée par les. angles a, 6, y, 
qu’elle forme avec les axes coordonnés rectangulaires. Un 
seul de ces angles restera arbitraire; car, outre la rela- 
tion ordinaire 

(4) cos ! a -f- cos 1 6 -i- cos 1 7 = i , 
il faudra encore exprimer que la droite 

cos a. , , cos 6 , , • , 

x' — x = ■-(z' — z) r y' — y = — (f — z), , 

cos 7 v ' cos 7 

se trouve située dans le plan tangent (n° 266) 

' , *' — z = pix 1 — x) -y q(y' — y)i 

ce qui conduit évidemment à l’équation de condition 

cos 7 = p cos à -f- q eos S , 
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ou bien , en élevant au carré , pour éliminer cosy, 

(5) (l p 1 ) COS ’a -+- ipq ÇOS a COS 6 -+• (i + q 1 ) cos' 3 = I. 

v ' / • 0 I 

Ainsi , voilà deux relations (4) et (5) qui lient entre eux 
les angles «, €, y, et ne permettent plus de se donner ar- 
bitrairement qu’un seul de ces angles. 

370. Si à présent nous menons , par cette tangente l lG - 4°- 
MT, deux plans sécants, l’un normal à la surface, Fautre 
oblique et formant avec le premier un angle w , ils 
couperont la surface suivant deux courbes AMR, A MR', 
toutes deux tangentes à MT ; et le centre de courbure de 
la section oblique s’obtiendra (n° 388) en cherchant le 
pointd’intersection F du plan osculateur, qui est ici le plan 
de A' MB', avec les plans normaux à cette courbe menés 
par les points infiniment voisins M et M'. Donc, en re- 
présentant par MI' et MT' les traces de ces deux derniers 
plans sur celui de A'MB', la distance MT = p, sera le 
rayon de courbure de cette section oblique ; et comme les 
deux plans normaux se couperont suivant une droite I I 
perpendiculaire sur A'MB', laquelle m a évidemment ren- 
contrer la normale MN de la surfacA puisque MIN et TI 
sont situées toutes deux dans le plan tneué par le point M 


perpendiculairement à MT, on voit' qu’il suffira de cal- 
culer cette distance MI = p ; car le Jri angle rectangle 
MIT fournira pour le rayon de courbure demandé 
MI' = p,, la valeur ('•‘J 


( 6 ) 


p, = pCOSw. 


371. Cela posé, sans former l’équation du plan sécant 
de A'MB', il suffit d’observer que les trois coordonnées de 
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cette tourbe étant liées par cette équation et par celle île 
la surface, toutes trois seront variables eu même temps , 
et que leursdifïêrenticllesaurontavecrélémentMM':r= ris, 
les rapports connus (n° 348) 

; dx dy dz 

(1) â = COa *> Â- = COSê ’ ds = C ° Sr ' 


d’ailleurs la droite II intersection des deux plans normaux 
consécutifs, sera déterminée (n° 358) par les équations 


(8) (x‘ — x)dx — y)dy -+- (z‘ — z)dz = o, 

(9) (*' — *)d 2 x- f- (y' — ’(*' — z)d'z — ris', 

tandis que celles de la normale MJN à la surface, seront 
(n° 270) 

(10) 3/— x-+-p(z’~ z)=o, (n )y'—y -d-q{zf—z)=z o. 


Mais de ces quatre équations , la première est vérifiée par 
les équations(io) et(n) en vertu de la relation ( 2 ) à la- 
quelle la courbe A' MB' doit satisfaire, à cause qu’elle est 
sur la surface donnée ; d’où il suit que les droites MN et 
II se coupent effcctiveïkent , comme nous l’avions déjà 
remarqué, et que les coordonnées a/, y, z de leur point 
de section I, seront fournies par les équations (g), ( 10 ) 
et ( 11 ), sous la forme 


ds 3 


d’z — pd'x — qd'y 


y— y 


— qds' 

d'z — pd'x — qd'y ' 


x , _ — pds' 

d'z — pd 'x — qd'y ’ 

» » 

La droite MI = p qui eêt la distance du point ( x ', y, z’) 
au point M (x, y , z)\ est ajors facile à calculer, et l’on 
trouve 


ds y 1 -+- p' + g' 
d'z pd'x — qd'y ’ 


i 
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ruais les différentielles qüi entrent ici, appartenant à une 
courbe A' MB' située sur la surface donnée , doivent satis- 
faire à la relation ‘ 

‘ - dz = pdx + qdy , 

qui, étant différentiée sous le point de vue actuel, c’est- 
à-dire en y regardant#, y, z, comme variant à la fois, 
fournit, au lieu de la relation (3), la valeur 

d 7 z — pd 7 x -f- qd 7 y -+- rdx 7 -+- isdxdy -+- tdy 2 ; . 
de sorte qu’en substituant dans l’expression de p , il vient 


P = 


• tls 1 ^ I -H p 7 -t- q 2 
rdx * -+- isdxdy -t- tdy ' 


ou bien , en divisant par ds* et ayant égard aux for- 
mules ( 7 ) , ' • 

fia) p — ^ ‘ ~ hpl + q7 

' ■ ' ° rC0S 2 SC + 2S COS a COS S -h t COS ! ê » 


372. Cerésultatqui , joint à la formule ( 6 ) , p, = p cos eu, Fie. 4 
permet de calculer le rayon de courbure MI' = p, de la . 
section oblique A' MB', montre, que la portion MI = p de 
la normale à la surface, est indépendante de l’angle eu, 
c’est-à-dire qu’elle demeure constante lorsque le plan sé- 
cant tourne autour de la même tangente MT, quoique 
alors MI' = p, change de grandeur et de position. Par 
conséquent , si l’on pose w = o dans la formule ( 6 ) , il 
viendra p, = p ; ce qui prouve que MI = p est précisé- , 
ment la position et la grandeur du rayon de courbure de 
la section normale AMB passant par là tangente don- 
née MT. D’ailleurs, la formule ( 6 ) devient alors l’expres- 
sion d’un théorème remarquable dû à Meunier, savoir : 
que le rayon de courbure d’une section . oblique est. la 
projection^ sur le plan de cette courbe , du rayon de la. 
section normale qui passe par la même tangente. ■ 
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373. On peut énoncer ce théorème sous une autre 
forme, en imaginant une sphère décrite du point I comme 
centre, avec le rayon de courbure IM de la section nor- 
tnale AMB; car il résulte évidemment de ce qui précède 
Fig. 45 . que tout plan IVMT conduit par la tangente MT, cou- 
pera cette sphère suivant un cercle MD' qui sera le cercle 
oscillateur de la section faite dans la surface par le 
même plan. 

Fie. 4 ° 374. Maintenant , comparons entre elles les diverses 

sections normales faites dans la surface, tout autour du 
point M, et dont les rayons de courbure sont donnés 
(n° 372) par la formule (*) 


\j 1 +/f?* 

- 1 S COS a COS é -+- / CDS 1 ë ’ 


dans laquelle les angles « et 6 ne peuvent varier qu’en 
restant toujours soumis à la relation trouvée n° 369, 

• (j3) (l •+-/>’) cos’a -H ïpq COS a COS ë -f-(l H- q 3 ) cOS’ê = I. 

Cette relation pourrait s’obtenir d’une manière plus 
prompte , en observant que les coordonnées de la edurbe 
AMB, qui satisfont toujours à la condition générale 

dje 3 dy 3 -+■ dz 1 = ds 3 , 



(*) Si Ton voulait arriver directement à ce rayon p, sans passer par la 
considération d’une section oblique, il suffirait, en réduisant les raison- 
nements du n° 570, d'obsprver que le centre de courbure de AMB est à 
la fois s\ir la normale MN de la surface, et dans les deux plans normaux 
consécutifs de la courbe AMB; or comme le premier de ces plans ren- 
ferme nécessairement MN, cela reviendrait encore à combiner les équa- 
tions ( 9 ), ■(io) et (n) qui conduiraient ainsi directement à 4 a formule Cia). 
Mais ici, nous avons voulu démontrer en même temps le théorème de 
Meunier. . • 
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doivent ici vérifier l’équation différentielle de la surface , 
tlz = pdx -4- qdy ; 

ce qui donne 

(l -4- p^djé ■+- a pqdxdy -+- ( I -+- q 1 ) dy 1 — ds‘ ; 

puis, en divisant les deux membres par ds i , et ayant égard 
aux formules (7), on retomberait sur (i 3 ). 

Toutefois, si l’on voulait n’employer qu’une seule in- 
déterminée, on poserait 


( 4 ) 


cos 6 dy 

cos ft dx 


et en substituant dans (12) et(i 3 ), elles conduiraient, 
par l’élimiuation de cos*a, à cette nouvelle expression 


/,5) _ ^ 1 + P' -+ 1 7' U 1 + j j1 ) + W" + (' + <r) u ‘ 7 ] 

' ' ' t r ■+■ 2srn -|- tnr 

375 . Cela posé, observons que si, dans les formules ( 1 2) 
et (i 5 ), nous convenons rie prendre toujours positive- 
ment le radical \l 1 -+-p* -+- q*, la valeur totale de p aura 
constamment le même signe que sou dénominateur; car 
le numérateur de la dernière formule, égalé à zéro, 
n’admet que dés racines imaginaires pour m. Or ce déno- 
minateur est égal, àcela près d’un facteur positif cos’ a, au 
dénominateur de la valeur trouvée pour 2! — z au n° 371 : 
donc p et z 1 — z seront toujours de mêmes signes. Par 
conséquent, lorsque p sera positif pour une valeur attri- 
buée à a ou à m dans les formules ( 1 2) ou (1 5 ) , on pourra 
affirmer qu’alors z > z, et que par suite le rayon dé 
courbure p sê trouvera dirigé au-dessus du plan tan- 
gent ; de sorte que la section normale correspondante se 
trouvera concqve, an moins dans les environs du point 
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considéré. Au contraire, lorsque p seru négatij dans les 
'formules (ta) ou (i5), on aura s' < z, et, par suite, le 
rayon de courbure p sera dirige au - dessous du plan 
tangent ,• c’est-à-dire que la section correspondante se 
trouvera convexe dans le voisinage du point en question. 
Ainsi, d’après la convention admise plus haut sur le ra- 
dical \ji p* -f- </*, les formules générales, ( 12 ) et(i5) 
offriront l’avantage d’indiquer à la fois la grandeur et le 
sens de la courbure de chaque section normale. 

371). Pour reconnaître immédiatement si toutes les sec- 
tions normales autour d’un même point, sont convexes ou 
non , cherchons les racines du dénominateur de p, égalé 
à zéro , ce qui donne 

ros 6 — s rh — rt 

cos a. t 

d’où nous conclurons que, quand les coordonnées x,y, z , 
dit point considéré sur la surface, vérifieront la condition 

ê 

rf-s’>o, 

le dénominateur en question ne changera jamais de si- 
gne quel que soit l’angle a ; donc toutes les valeurs de p 
auront un signe constant, et la surface se trouvera située, 
dans les environs du point considéré, tout entière au- 
dessus ou tout entière au-dessous de son plan tangent. 
On dit alors que la surface est convexe tout autour de ce 
point 5 et elle serait entièrement convexe , si la condition 
précédente se trouvait vérifiée par tous ses points , comme 
dans un ellipsoïde. 

377. Au contraire, si , pour le point considéré, on a 
rt — s 1 <( o, 

lo rayon de courbure deviendra infini pour les hypothèses 
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m = m, , in = ni, , et il changera de signe avant çt .après * 
chacune de ces racines : d’où il suit qu’il y aura des sec- 
tions normales situées au-dessus du plan tangent , et d’au- 
tres situées au-dessous, et que la surface sera non convexe 
ou à • courbures opposées autour du point en question. 
C’est ce qui arrive, entre autres, dans les surfaces gau- 
ches considérées au n° 318; car l’équation commune à tous- 
leurs points étant 

< 7 ’r — xpqs -t- p 1 ! ~ o , 
laquelle peut s’écrire sous la forme 



(qr-psY+p'(rt-s>)=o, ' 

on voitqu’icirt— s* estnécessairement négatif, ctqu ainsi 
les surfaces de cette classe sont toujours non convexes dans 
tous leurs points. Nous reviendrons plus en détail sur 
cette discussion que nous ne voulons qu’indiquer en ce 
moment. 

378. Enfin, dans les surfaces développables , dont l’é- 
quation générale (n° 3 



rt — s 1 — o, 

il arrive que le dénominateur de p devient un carré par- 
fait, et par suite, ce rayon de courbure gardera encore 
un signe constant pour tous les points d’une telle sur- 
face. Elle sera donc convexe en chaque point; mais elle 
aura une courbure nulle dans la direction unique qui ré- 
pond à 

m = m, =z m 7 , d’où p = oo , » 

direction qui coïncide évidemment avec la génératrice 
rectiligne de la surface développable. ' 

379. Rentrions dans le cas général auquel se rapportent 
les formules ( 12 ) et(i5)5 et comme il est évident à priori 
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qu’en faisant tourner le plan sécant tout autour de la nor- 
male , la courbure de la section ne peut pas croître ou 
décroître indéfiniment, il y a lieu de chercher quelles 
sont les valeurs de « ou de m qui rendront le rayon p 
minimum ou maximum. Or, les quantités p , < 7 , r, s, t 
étant des fonctions de x, y, 2 , qui se déduisent de l’é- 
quation de la surface, et sont par conséquent indépen- 
dantes de a (* ) ou de la direction donnée,au plan sécant, 
il suffira d’égaler à zéro la différentielle de la formule ( 12 ) 
prise par rapport à a et S, et d’y joindre la différentielle 
de l'équation (i3) qui lie entre eux ces deux angles. Il 
pourrait paraître plus simple d’employer la formule ( 1 5), 
où l’on n’aurait à difîérentier que par rapport à la seule 
indéterminée ni ; mais les calculs seraient moins symétri- 
ques, et nous préférerons la première méthode. Si, d'ail- 
leurs, nous écartons l’hypothèse 



laquelle peut fournir quelquefois des minimum ou maxi~ 
muiHj c’est qu’elle ne conduirait ici qu’à égaler à zéro le 
dénominateur de p , et donnerait ainsi les valeurs infi- 
nies déjà remarquées au n° 377, mais qui lie sont point 
de véritables minimum ou maximum > car, le rayon p 
changeant brusquement de signe avant et après ces va- 
leurs extrêmes, on ne trouve plus là la continuité indis- 


(■*} Cependant , pour quelques points singuliers dans lesquels les déri- 
vées p, q, r, s, 1, prennent la forme indéterminée ^ , il peut arriver que 

leurs vraies valeurs se trouvent dépendre de a; mais ce sont des cas 
très-particuliers pour lesquels nons renverrons mi mémoire déjà cité de 
M. Poisson , à qui l’on doit la remarque et l'explication de ces circon- 
stances singulières [Voyez le -il' rahierdu Journal de l’École Polytech- 
nique.) 


Digitized by Google 


UE LA COUKULUE UES SUBFACES. 3 l 3 

pensable au maximum qui a besoin d’être immédiatement 
suivi et précédé de valeurs plus petites. En partant donc 
des formules (12) et (i 3 ), nous poserons 

(rc os a -i-'t cos 6) sin a<fa -+- (« cos 6 s cos a ) sin &dè = o, 

[(i -+-/>’) cos « -t- ptj cos 6] sin otdcr. -+- [(i -h y’) cosê-t-pyoos a] sin Srfê =fo, 

d’où l’on déduit 

r cos a + .t cos 6 


(, 6 ) 


t cos 6 *4" s cos a 


(l ■+■ p ! ) cos a -f- pq cos S 
(i ^-ç’jcosfi -t-pçcosa’ 


Cette relation , jointe à (i 3 ), déterminera les valeurs de a 
et o qui rendront p minimum ou maximum ; donc , pour 
obtenir l’équation qui donnera simultanément tous ces 
rayons particuliers qu’on appelle rayons principaux, il 
suffit d’éliminer a et S entre (12), (i 3 ) et (16). Mais, 
afin de n’avoir à opérer que sur des équations du premier 

degré, multiplions d’abord l’équation (16) par 

puis ajoutons l’unité à chaque membre; nous formerons 
ainsi une nouvelle équation où il entrera : i° le poly- 
nôme (1 3 ) qui égale l’unité; 2°le dénominateur de p, qui 

pourra être remplacé par - , en posant pour abréger, 

P 


y/ 1 -h p 1 + q 1 — t-, 
de sorte qu’il viendra 

(17) t COS è + i cos a = - [(1 -+• q 1 ) COS 6 . 4 - pq COS a]. 

De inè,me, en renversant d’abord les fractions de l’équa- 
tion (16), et multipliant les deux membres par puis 
en ajoutant l’unité à chacun, 011 trouvera 


(. 8 ) 


r cos a 


t cosê = --[(l + p 1 ) cosa -f- pq COS &]. 
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Alors, voilà deux équations (17) et (18) qui peuvent 
remplacer (i 3 ) et (16), et qui sont du premier degré ; on 
en tire aisément • 


( 1 9 ) 0 ' — 1 (' -+- ?’)] cos 6 = (kpq — p.t) cosa, 

(20) [pr — h (1 -+- p' ) ] Cos a = ( kpq — ps) cos 6 ; 

puis, en multipliant ces dernières l’une par l'autre, a et ê 
se trouvent- éliminés; et il vient, en remplaçant le signe 
général p par R, qui désignera dorénavant les rayons 
principaux j 

(21) R’(rf — y 1 ) — RA [(1 -t-ç*)r— zpqs H-(i-f-p’)f]-t-X' = 0. 

Cette équation du second degré montre que, parmi 
toutes les sections normales faites autour d’un même point 
d’une surface , il n’y en aura généralement que deux dont 
les rayons de courbure soient plus grands ou plus petits 
que les autres ; leurs valeurs seront données par les racines 
de l’équation (21) , savoir (*), 



k_ 


(A±v^4g*’)^ 


2 À 3 

h^z s/h 1 — /y g A 1 ' 


où nous avons posé, pour abréger, 

g rt — s’, k £= ç/l -+-/>’•+- ?’» 
h — (1 -+- q')r— ipqs-y(i -t -p')t\ 


(*) Os.racincs gont toujours réelles , corame nous le prouverons géné- 
ralement au n° 7(08 f mais on pourrait s’en assurer déjà très-simplement 
en supposant p = o et q = o dans l'équation (ai), qui donnerait alors des 
valeurs dont le' radical porterait sur la nomme de deux carrés. Or, comme 
cette hypothèse revient à supposer que le plan des (x, y) a t té choisi pa- 
rallèle au plan tangent dans le point considéré, ce qui ne peut altérer 
nullement là forme de la surface, il est certain que si les deux rayons R' 
et R" sont réels dans cette hypothèse, ils le sont pareillement dans toute, 
autre position des plans coordonnés. 
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et nous prouverons plus loin (n os 385, 388) que, de ces 
deux rayons, l’un R' est toujours un minimum, et l’autre 
R" un maximum parmi toutes les valeurs de p , du moins 
en comparant celles qui ont un même signe. 

380. Au rayon minimum R' correspondra une section 
normale de courbure maximum , et au rayon maximum R' 
une section de courbure minimum , lesquelles se désignent 
aussi sous le nom de sections principales. Pour trouver 
leurs positions , il suffit de recourir à l’équation (i(>) qui 
détermine le rapport 

, cos ê dr 

cos a. dx 

et qui, ordonnée par rapport à cette quantité, devient 

( a3 > (i+p’)'] 

— [('+/>’)'— pqr]=o. 

Les deux racines de cette équation (*) seront évidemment Fig- 4 6 - 

m' = tang P'PS, m" = tang P"PS; 

ainsi elles feront connaître les projections PP ' et PP' des 
deux tangentes MM' et MM" par lesquelles doivent passer 
les plans normaux qui contiennent les deux sections prin- 
cipales MA et MB ; mais pour distinguer celle qui répond 
au rayon minimum R' de celle qui répond au rayon 
maximum R", il n’y aura qu’à substituer tour à tour R' et 
R" à la place de p dans une des équations (19) ct(2o), puis 


(*) Ces racines sont aussi toujours réelles, comme nous le prouverons 
d'une manière générale au n° 598; mais on peut le reconnaître déjà, en 
posant ^=o et ÿ=?=o, comme dans la note précédente; car l'éqna- 
tion (i3) réduis alors à la forme (?$) , où la réalité des racines est évi - 
dente. ‘ 


Digitized by Google 


3l6 CHAPITRE XVII. 

eu déduire la valeur de < 

cos 6 . 

cos a’’ 

381 . Les plans des deux sections principales sont 
toujours perpendiculaires entre eux. Eu efi’et, l’angle de 
- ces plans est évidemment mesuré par celui des tangentes 
Fie. 46. MM' et MM"; et pour estimer ce dernier plus facilement , 
nous supposerons que les axes coordonnés ont été choisis 
de manière que le plan XY soit parallèle au plan tangent 
de la surface en M. -Cette hypothèse ne peut rien changer 
à la positiop relative des tangentes ou des éléments MM' 
ef MM"; mais elle rendra ces éléments palallèles à leurs 
projections PP' et PP", et, par suite, il suffira de prouver 
que l’angle P' PP" est droit dans cette hypothèse. Or, l’é- 
quation générale du plan tangent 


Z — z = P ( X — x). -t- q ( Y — r) , 


(levant se réduire alors à la forme Z = z, on en conclut 
que pour cette position du plan tangent, on a p = o et 
(j — o; valeurs qui introduites dans l’équation (a3), la 


réduisent à 




et la forme du dernier terme montre que les deux ra- 
cines satisfont à la condition> 


m' .m" = — 1, 

ce qui prouve que les deux directions PP' et PP" sont 
bien rectangulaires , ainsi que les tangentes MM' et MM" 
daus l’espace. 

382. Pour apercevoir aisément les rapports que les 
deux rayons principaux ont avec les autres, imaginons 
que l’origine des trois axes coordonnés rectangulaires soit 


Digitized by 


DE LA COURBURE DES SURFACES. 3 1 ’J 

placée au point M donné sur la surface, et que deux de 
ces axes, MX et MY, soient situés dans le plan tangent ; Fie. 41. 
alors on aura, comme ci-dessus, les conditions 


P= o, 


: o , cos 6 = sin a, 


ce qui réduira la formule générale (12) à' 

1 


( 25 ) 


rcos’ a -+- 2 s cos a sin a -+- / sin 1 a 


En outre, nous pouvons admettre que les deux axes MX 
et MY ont été choisis tangents aux fieux sections prin- 
cipales MA et MB, puisqu’on vient de voir que ces 
courbes sont situées dans deux plans normaux rectangu- 
laires ; mais alors une des racines de l’équation (24) devra 
être nulle, et l’autre infinie; ce qui entraîne évidem- 
ment la condition s = o , attendu que l’on a 

• t— » 

m’ -+. m " = — -, et m’ , m" = — i : 


donc , avec de tels axes coordonnés , on aura pour le rayon 
de courbure MI d’une section normale MN qui fait un 
angle a avec MA, la valeur très-simple 


(26) 


P = 


r cos 1 a -}-t sin 2 « 


383 . Maintenant , pour déduire do là les deux rayons 
principaux qui appartiennent, d’après nos hypothèses, 
aux sections MA et MB, il suffit ici de poser tour à tour 
a =3 o , a — 90° ; ce qui donne 

MG = R' = -, MH = R" = 
r t 

Or, en substituant ces valeurs dans la formule (26), 


Digtiized by Google 



CHAPITUL XVII. 


3l8 

l'expression d’un rayon quelconque MI = p , devient 

(27) ' ^ =~cos’a-+- — sin’a, • 

relation très-remarquable, trouvée d’abord par Euler, et 
d’après laquelle on pourra toujours calculer aisément le 
rayon de courbure MI = p d’une section normale quel- 
• conque MN, dès que l’on connaîtra l’angle a qu’elle 
forme avec une des deux sections principales MA et MB, 
ainsi que les rayons R' et R” de ces dernières. 

Tandis que si l’on employait des sections normales 
quelconques, il faudrait connaître trois rayons, p, p", p “ 
de pareilles courbes, et les angles a' et a” compris entre 
elles, pour calculer, d’aprè6 la formule ( 25 ), le rayon p 
d’une section normale MN qui ferait l’angle a avec la 
première. En effet, si dans la formule ( 25 ) où a est 
compté à partir d’un axe des x qui a une direction arbi- 
traire sur le plan tangent, on pose tonr à tour 

a =■ o et p = y, 

a = a! et p — p", 

a = a' -f- a" et p ■ = p", 

on aura trois équations de condition qui suffiront pour 
, déterminer les constantes r, s , t ; après quoi , cette même 
formule (25 ) fera connaître le rayon p de la section par- 
ticulière que l’on cherche. 

384 . Remarquons ici que si l’on compare deux sections 
uormales qui soient perpendiculaires l’une à Vautre, 
leurs rayons de courbure p et p" se déduiront de la for- 
mule (27) en y posant successivement 

a — • a' et * = «' -t~ qo°, • 
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ce qui donne 



* 


p 

d’où l’on conclut 


sin ! a', - ; = — sin' cos’ a' ; 

p n n 


I I I I 

y + y ~ s 7 + R"' • • 


Ainsi la Somme ries rayons de courbure renversés de deux 
sections rectangulaires, ou bien la sorimte des courbures , 

(n° 352) de ces sections,, est. toujours constante autour 
d’un même point d’une surface. Mais on doit bien re- 
marquer qu’il s’agit ici d’une somme analytique ; caries 
règles établies au n° 375, sur les signes des rayons et sur 
le sens de la courbure des sections normales, doivent 
être observées dans toutes les conséquences que nous 
avons tirées de la formule générale ( 12 ); et c’est aussi 
d’après ces règles que nous allons maintenant discuter 
l’équation d’Euler. * , ■ 

385. Lorsque les deux rayons principaux sont de même 
signe, comme dans la fig. 41 , où R' = MG et R' = MH, fio 41 . 
la formule 


(27) ■+■ j^sin’a 

montre clairement que, quel que soit l’angle a ,, chaque 
section normale MN aura aussi un rayon p = MI de 
même signe que R' et R"; et par conséquent (n° 375) 

• toutes les sections normales autour du point M seront si- < 
tuées , dans les environs de ce point , d’un même côté du 
plan tangent : la surface est dite alors convexe au point M. 

Dans la même hypothèse , le plus petit des deux rayons 
principaux, en valeur absolue, est minimum parmi tous 
les rayons de courbure des diverses sections normales 5 
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et le plus grand des deux rayons principaux est maximum 
entre tous les autres. En effet, puisqu’ici R', R" et p sont 
tous de môme signe, l’équation (27) subsistera toujours 
eu ne prenant que les valeurs absolues de ces rayons, 
c’est-à-dire en rendant tous ses termes positifs; et si alors 
on suppose R'< R”, on pourra écrire cetle équation sous 
l'une et l’autre des formes suivantes : 



Or, d’après l’hypothèse R' < R", il résulte évidemment 
de ces équations qu’on aura toujours, quel que soit 
l’angle a, 


d’où 


p < R' Ct P > R"’ 


R'< P et R" > p ; 


ce qui prouve que R' est minimum > et R" maximum entre 
toutes les valeurs de p. 

386. Lorsque les deux rayons principaux sont égaux 
et de môme signe, la formule ( 27 ) montre que p = R', 
quel que soit l’angle a ; alors toutes les sections normales 
faites autour du point M ont une courbure égale , et 
chacune peut' être regardée comme une section princi- 
pale. En effet, si nous prenons le plan tangent pour le 
plan des ( x , y) , comme au n° 381 , nous aurons p = o , 
(/•= o, et la formule générale ( 22 ) deviendra 

R — r ~ | - t±<J{r — 

. _ rt ~ 1 ! 

or, pour qqe cep deux valeurs soient égales, il faudra 
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poser à la fois 

r — f = o et s — O , 

conditions qui rendront identique l’équation (a 4 ), et 
laisseront alors entièrement arbitraires les directions des 
sections principales que cette équation devait déterminer. 
Cette circonstance se présente évidemment dans une 
sphère pour tous ses points, et dans un ellipsoïde de ré- 
volution pour les deux points qui sont sur l’axe; mais 
nous reviendrons (n° 397) d’une manière plus complète 
sur ce genre de points singuliers que l’on nomme des 
ombilics. . *. 

387. Supposons maintenant que les rayons principaux 
soient de signes contraires, par exemple , R' positif et R" 
négatif; les deux sections principales MA et MB auront 
la position indiquée Jig. 4 2 ■> et surfaee sera non 
convexe au point M, puisqu'il y aura des sections situées 
au-dessus du plan tangent en ce point^ et d’autres pla- 
cées au-dessous. Pour déterminer les limites des unes et 
des autres , mettons en évidence les signes des deux rayons 
R' et R" dans la formule ( 27 ), qui deviendra ainsi 

' (28) p = F co * J “ ~ F sin> *' 


On voit alors qu’en faisant augmenter l’angle a à partir 
de zéro, le rayon variable p commencera par être positif, 
et égal à R'; puis, il ira toujours en éroissant jusqu’à 
p — jx> , valeur qu’il atteindra quand l’angle « aura acquis 
une grandeur w propre à vérifier l’équation 


cos’m sin’ u> 

R' — R" ’ 


d’où 


tang « =• ± 



Si donc on tire dans le plan tangent , deux droites MD Fie 
et ME qui fassent chacune avec MX un angle égal à w , 
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ces droites seront les traces de deux plans normaux 
limites , tels que toutes les sections comprises dans les 
deux angles opposés D' ME et I)' ME' auront des rayons de 
courbure positifs ,• et par suite (n° 375) ces sections se- 
ront toutes situées au-dessus du plan tangent. D’ailleurs, 
il est évident que R' sera le minimum de tous ces rayons 
positifs. ’ 

388. $i l’on fait ensuite augmenter et. au delà de w, la 
formule (28) montre que p devient négatif, et va en dé- 
croissant numériquement depuis a = w, oiip = 3zcc, 
jusqu’à a — go°, où p = — R" : au delà le rayon p, tou- 
jours négatif, recommence à croître numériquement jus- 
qu’à a== 180 0 — us, où p = — ai ; de sorte qu’en conti- 
nuant cette discussion, on verra que toutes les sections 
• situées dans les deux angles opposés DME' et D'ME, ont 
des rayons de courbure négatifs, et par conséquent ces 
diverses sections sont toutes (n° 375) au-dessous du plan 
tangent. ‘ 

D’ailleurs, on voit que R" sera le minimum numérique 
des rayons de courbure de ce genre ; ou bien , si l’on con- 
tinue à tenir compte de leurs signes, 011 peut dire que 
le rayon — R" est un maximum analytique j mais seule- 
ment par rapport aux rayons négatifs : au lieu que dans 
les surfacés convexes (n° 385) les de.ux rayons princi- 
paux R' et R" étaient, l’un minimum absolu , l’autre 
maximum absolu entre tous les rayons de courbure des 
diverses sections normales faites par le point en question. 

381). Ou trouve des exemples de ces courbures oppo- 
sées, sans sortir des surfaces du second ordre. E11 effet, 
dans le paraboloïde hyperbolique et riivperboloïde à une 
nappe, nous savons que le plan tangent en un point quel- 
conque coupe la surface suivant deux droites; or ce sont 
çes lignes qui , tenant lieu des droites DD’ et EF/ ( fig. 42), 
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partagent la surface en quatre régions opposées deux à 
deux , dans lesquelles les sections normales tournent suc- 
cessivement leur convexité en sens contraires. Pour fixer 
davantage les idées, il n’y a qu’à considérer spécialement 
l’un des quatre sommets de l’hyperboloïde à une nappe. , 
et faire tourner le plan de l'ellipse de gorge autour de 
l’axe qui coïncide avec la normale à ce sommet: alors on 
reconnaîtra sans pein,e que ce plan mobile donne d’abord 
des sections elliptiques .convexes extérieurement, puis 
des hyperboles concaves ; et que ces deux genres sont sé- 
parés par deux sections rectilignes, qui tiennent lieu de 
paraboles, parce que le plan sécant, arrivé à l’une ou à 
l’autre de "ces limites, renfermé deux droites parallèles de 
la surface. • 

390. Observons que dans l’hyperboloïde gauche dont 
nous parlons ici , les sections normales limites sont pré- 
cisément ces deux génératrices rectilignes, et par consé- 
quent leurs rayons de courbure sont évidemment infinis , 
comme l’avait annoncé la formule (28) ; mais, dans les 
surfaces d’un degré plus élevé, les plans normaux limites 
donneront des sections curvilignes, distinctes des droites 
DD', EE', et tangentes à ces lignes, avec lesquelles elles 
auront même un contact du second ordre au moins, 
puisque les rayons de courbure sont toujours infinis à ces 
limites. C’est ce qui arrive dans le tore , où le plan tan- 
gent à la 'nappe intérieure coupe la surface suivant une 
courbe fermée, dont les deux branches offrent un point 
multiple. Les tangentes à ces deux branches sont les traces 
des plans normaux limites , et Ceux-ci couperont le tore 
suivant des courbes qui toucheront ces mêmes tangentes , 
avec un contact du troisième ordre , puisque chacune 
sera tout entière d’un même côté de sa tangente. Vo^ ez la 
Géométrie descriptive, n" 730. 

. 2t. 
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391. Dans les surlares développables , dont l'équation 
générale trouvée n° 328 , est 

rt- — s 1 = o , 


on voit que si on les rapporte aux mêmes axes que ci- 
dessus /n 0 382), la condition s = o entraînera l’une de 
ces deux-ci , r=oou/ = o;dc sorte que l’un des rayons 
principaux trouvés n° 383 sera infini. IVfais sans recourir 
à ces axes particuliers , la formule générale ( 2 a), ‘dans la- 
quelle il faudra poser g = o, après avoir fait passer le ra- 
dical au dénominateur, donnera 




d’ailleurs la formule ( 12 ) devenant ici 



k 

cos a -f- yV cos 6 )’ 

il en résulte que toutes les sections normales auront des 
rayons de môme signe , quel que soit l’angle a, ou bien 
que la surface est encore convexe dans fous ses points. 
Ces résultats s’accordent avec la nature des surfaces déve- 
loppables dans lesquelles nous savons (n° 274) que le 
plan tangent ne coupe pas , mais touche la surface tout le 
, long de la génératrice rectiligne; et cette droite devient 
la section principale dont le rayon de courbure R" est 
maximum et infini, tandis que le rayon minimum R' 
appartient à la section faite perpendiculairement à la 
génératrice. Toutes ces conséquences sont faciles à vé- 
rifier quand on prend pour exemple un cylindre à hast 1 
quelconque. 

392. Les formules ( 27 ) et ( 28 ), qui lient entre eux 
les rayons de courbure des diverses sections normales, 
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présentent une analogie frappante avec les relations qui 
existent entre les diamètres et les axes d’une ellipse ou 
d’une hyperbole. O 11 sait, en effet, qu’en appelant a et b 
les demi-axes d’une ellipse, et a un demi-diamètre qui 
fait un angle a. avec le premier axe, on a, pour déter- 
miner la longueur de ce diamètre, l’équation 

■‘i'i i . 

— -, = -r cos’ a 4 sin ! a , 
a' 1 a* b 1 

t , . • 

laquelle subsiste pour l’hyperbole , en changeant Zi 2 
en — b*. Si donc on construit une courbe du second de^ré 
dont les axes soient tels que 

a 1 =r R', Z>’ = R", on aura évidemment a' 1 = p; • 

• . • * . / » 
de sorte que si les rayons principaux sont tous deux posi- 
tifs, cette courbe séra une ellipse dans laquelle les carrés 
des divers diamètres représenteront , d’une manière gra- 
phique , les valeurs croissantes ou décroissantes des . 
rayons de courbure des sections normales faites dans la 
surface. Si au contraire R' est positif et R" négatif, l’axe b 
sera imaginaire., et la courbe construite sur les demi- 
axes a et b, toujours déterminés comme ci-dessus, de- 
viendra unehyperbole dans laquelle les demi-diamètres a', 
tantôt réels, tantôt infinis, tantôt imaginaires, suivant 
la valeur de a . , représenteront aussi , par leurs cariés , 
la grandeur et le signe des rayons de courbure des di- 
verses sections normales (*). 

393. La courbure d’une surface quelconque S, eu 
chacun de ses points, peut toujours être assimilée à la 


(*) On pourrait aussi former nnccourbo du second degré dans laquelle 
les rayons vecteurs, et non pas leurs Jarres, représenteraient les rayons 
de courbure des diverses sections normales do la surface.' En eflcl , si l’on 


i 
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courbure d'un ellipsoïde, ou d’un hyperboloïde gauche, 
dans un de leurs sommets réels. Soient en effet MZ la 
Fie, ;j3. normale de S au point en question M; MA et MB les 
deux sections principales situées dans les plans rectangu- 
laires ZX , ZY ; et R', R" leurs rayons de courbure , que 
nous supposerons d’abord tous deux positifs. Si dans les 
‘ plans ZX, ZY, nous traçons deux ellipses qui aient un 
axe commun MO = c, arbitraire en. longueur, mais di- 
rigé suivant la normale, et qu’ensuite nous choisissions 
les deux autres axes OA' = n , OB ' == b , de manière que 
l’oh ait 


il eu résultera que les ellipses MA' et MB ! auront en M 
les mêmes rayons de courbure (*) que les sections MA 
et MB; et par suite elles seront o.scuiatrices de ces 


renverse la formule (27), et qu'on y remplace cos a et sin a par leurs va- 
leurs en fonction de cos a a , on trouvera aisément 

» •_ aR'R" ' ' 

^ ~ ( R"rt- R') -t- ( R* — R' ) cos ü’ 
puis , si l’on pose v 

R'-f-R':=Q<i, R,* — R' = 7 c, d’o* R' R' s 

il viendra 

' * , 

^ 'a-hf.cosaa ? 

équation polaire d'une section conique dont les demi-axes sont a et 
b =. yut* — c*, et dont les rayons vecteurs, partis du foyer, seront les 
longueurs des divers rayon^de courbure; mais il faut bien observer que 
• chacun de ces rayotas vecteurs devra former avec l’axe 1 a, un angle double 
de celui que comprenant les plans de p et de R'. * 

(*) On sait qu'au sommet d’une courbe du second degré le rayon de 
courbure est égal au demi-paramètre , c’est-à-dire au carré du demi-axe 
parallèle à la tangente en ce sommet, divisé par le demi-axe qui aboutit 
à ce point. ,* 
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courbes, c’esl-à-<lire qu’elles auront avec ces sections un 
contact du deuxième ordre. Or, ces deux ellipses déter- 
minent complètement un ellipsoïde S' dont les demi-axes 
sont OA', OB', OM, et qui sera dit oscillateur de la sur- 
face S, parce que tout plan normal ZMX' coupera ces 
deux surfaces' suivant deux courbes MN et MIN', qui 
seront osculatrices entre elles, ou bien qui auront le • 
même rayon de courbure. 

Pour démontrer cette proposition, il faut remarquer 
que la section MN' sera une ellipse ayant pour axes OM = c 
et ON' == a', et que , d’après la note précédente, le rayon 

de courbure au sommet M sera p' = — ; mais a est un • 

- ‘ : c 

demi-diamètre de l’ellipse A'N'B', lequel est lié avec les 
axes par la relation déjà citée 

ii ' i . • 

—77 — eos 1 a -t- rr sm a ; 
a 1 a 7 b 1 . • 

et puisque l’on a, par tout ce qui précède, 

i c i c i c ■. '. • 

f' = R >== b*’ 

la relation ci-dessus devient 


,P 


» i 

" R 7 ' 


“ + | p sin ’ 


or , en la comparant avec la formule (27) qui donne je 
rayon de courbure de la section MN , savoir, 


ii 1 . ’ , 

- = — ; cos 2 a -f- -7, sin* a, 

p IV IA ' 

on en conclut que p = p', c’est-à-dire que les sections MN 
et M'N', faites dans les surfaces S et S', sont osculatrices 
l’une de l’autre , pour une même valeur de l’angle «. Par 
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conséquent, la forme bien connue de l’ellipsoïde $' aux en- 
virons de son sommet M , pourra servir à donner une idée 
exacte de la courbure de la surface S autour de ce point; 
seulement il faudra se rappeler que quand le point M 
variera sur la surface S, l’ellipsoïde oscillateur changera 
lui-même, puisque ses axes dépendent des rayons princi- 
paux au point que l’on considère. 

394. Si maintenant on suppose le rayon principal R' 
positif , et R" négatif, les axes de la surface osculalricc S 
devant toujours être déterminés par les conditions. 




en continuant de prendre MO — c positif, on voit que a 
sera réel et h imaginaire : par conséquent l’ellipse MB' se 
changera en une hyperbole tangente à MY, mais située 
au-dessous de cette droite, et la surface osculatrice S' 
deviendra un hyperholoïde gauche, dont l’ellipse de 
gorge sera MA'. Du reste, l’identité des rayons de cour- 
bure p et p relatifs à deux sections MN et MN', faites 
par Un même plan dans la surface ’S et dans l’hyperbo- 
loïde S', se démontrera comme ci-desSus, puisqu’il suf- 
fira de changer partout les signes de R" et de b et que la 
courbe A'N'B', qui deviendra une hyperbole dont l’axe 
réel sera OA' etl’àxe imaginaire OB', offrira encore entre 
ces axes et le diamètre ON' =«', réel ou imaginaire , la 
relation 


i 

(J 7 * 


: — COS 1 

a‘ 


, sin 1 «. 


Ainsi , cct hyperholoïde gauche fera osculateuk de la 
surface S non convexe , et donnera par la courbure de 
son sommet une idée exacte de la forme de cette surface 
dans les environs du point M. Nous n’avons pas effectué 
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ici ces constructions ; mais ou les trouvera développées 
avec détail dans la Géométrie descriptive , n° 698. 

39o. Lorsque la surface sera développable , un des deux 
rayons principaux , R" par exemple , sera infini (n° 391); 
et alors l’axe b devenant aussi infipi, l’ellipse MB' se chan- 
gera en deux droites parallèles à MY , de sorte que la sur- 
face du deuxième degré osculatrice de S, deviendra un 
cylindre ayant pour section droite l’ellipse MA'. Toute- 
fois, ce cylindre, quoique tangent à S tout le long de la 
génératrice rectiligne , ne sera osculateur qu’au point M. 

396. Nous ferons observer aussi que dans le n° 393 on 
aurait pu employer pour surface osculatrice, im hyper- 
boloïde à deux nappes ou un paraboloïde elliptique, puis- 
que ces surfaces sont convexes comme l’ellipsoïde ; et dans 
le n° 39-4 , l’hyperboloïde gauche aurait pu être rem- 
placé par un paraboloïde hyperbolique ; mais nous nous 
sommes bornés à employer, parmi ces cinq surfaces,' les 
deux principales dont la forme est plus facile à se repré- 
senter, . 

En général, deux surfaces quelconques S et S' sont 
osculatrices^ en un point M où la normale est commune, 
lorsque toutes les sections normales sont respectivement 
osculatrices . Or, pour cela , il suffit que les deux sections 
principales/le S soient dans les mêmes plans et aient les 
mêmes rayons de courbure que les sections principales 
de S' : ou bien, que trois sections normales quelcon- 
ques de S se trouvent osculatrices des sections faites 
dans S' par les mêmes plans normaux ; car il résulte évi- 
demment de la formule ( 27 ) et des calculs indiqués au 
n° 383 , qu’alors tout atftre plan normal coupera S et S' 
suivant deux courbes qui auront aussi le même rayon de 
courbure , et qui seront par conséquent osculatrices l'une 
de l r autre. 
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Cette définition des surfaces osculatrices équivaut, d'a- 
près la formule générale ( 12 ), à exiger comme conditions 
analytiques, que l’ordonnée z et les dérivées p, q, r, s, t , 
aient des valeurs égales dans les équations des deux sur- 
faces, lorsqu’on y substitue les coordonnées x et y du 
point considéré. 

397.. Des ombilics. On nomme ainsi un point d’une 
surface pour lequel toutes les sections normales ont la 
même courbure, ce qui exige (n° 389) que pour un tel 
point , le$ deux rayons principaux soient égaux en gran- 
deur et en signe. Il est donc nécessaire et suffisant que le 
radical de la formule ( 22 ) soit nul, c’est-à-dire que l’on 
ait A* — 4 #à- ! = o, ou bien . 

(29) t(« W+(l -t-p*)»] 1 — 4 (r< “ *’) (* -*-/’*—•-?*)= 0 i 

mais cette condition se partagera toujours en deux autres, 
comme il est arrivé déjà dans le cas particulier du 
n° 380. En effet, si l’on développe le carré indiqué, en 
ne laissant dans le premier membre que la quantité 

[(< - 1 - q , ) r + (* 


et que l’on retranche des deux membres de la nouvelle 
équation , quatre fois le produit des deux termes de ce bi- 
nôme, 011 pourra écrire la relation ( 29 ) soüsla forme 

(3o) [(l-Hf*)r—(l +p')s— w]t(H-Ÿ’>— PlQ — O-, 


puis, si l’on pose 

(31) (1 p')s — pqr = U, 

(32) (l-4- q')s — fpt = V, 

d’où l’on déduit, en éliminant s , 

(33) (1 + Ÿ)r~ (l -hp%= (l + ~ 


r)U 


P7 
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alors l’équation (3o) deviendra 

(34) [(i 4 - p>)V — (i 4 - < 7 *)U]* + 4/' , ? 1 UV = o. 


33 1 


qui , en développant le carré , peut être écrite ainsi 

• t 

Or, sous cette forme , on voit clairement qu’on ne peut 
y satisfaire qu’en posant à la fois U == o et V = o c’est- 
à-dire • i 


(36) 

(37) 


0 4- p')s — pqr = O , 
(i 4 - q')s — pqt ~ o; 


car on ne doit pas chercher à vérifier l’équation (35) en 
rendant milles ou infinies les quantités p et q , puisque 
ces hypothèses ne feraient qu’exprimer une incliuaison 
particulière du plan tangent sur les plans coordonnés , 
sans avoir aucune influence sur la courbure de la surface 
dans les points auxquels on serait conduit parce moyen. 

398. Nous avons imité ici la marche de M. Poisson, 
parce qu’elle offre l’occasion de prouver généralement 
que les racines des équations ( 21 ) et (23) sont toujours 
réelles ; car les radicaux que produit la résolution de ees 
équations., renferment précisément les deux polynome.s 
( 29 ) et (3o), équivalents entre eux , et qui viennent d’être 
ramenés à la forme (35) composée de deux carrés. 

Mais pour arriver aux conditions U = ,0 et V = o, il 
suffisait d’exprimer directement que, dans un ombilic, 
tous les rayons de courbure des sections normales sont 
égaux entre eux ; ce qui devient facile en partant de la 
formule générale trouvée n° 374 , 



-f - q 


- [ (1 4- /=>’)-+ - 9 pqm + ( 1 4-y 1 ) m 1 ] 
r H- 2 sm 4 - tm 1 



\ ■ 

1 

«.» 
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puisqu'il suffit d'écrire que le second membre esl indé- 
pendant de la quantité m, qui varie seule quand' le plan 
sécant normal tourne autour du point considéré sur la 
surface. Or, pour cela, il esl nécessaire et sullisant que 
les coefficients de chaque puissance de m aient entre eux 
le même rapport , ce qui donne les deux équations 


(38) 


i -4- p' pq i 

r’ s 




lesquelles Coïncident évidemment avec les conditions (36) 
et(37). . • 

309. Remarquons d’ailleurs que l’équation (a3) , qui 
détermine généralement la direction des sections princi- 
pales en un point donné, devient totalement identique 
quand la double condition (38) est vérifiée pour ce point : 
résultat auquel on parvient aussi en observant que , d’a- 
près les relations (3i), (3a) et (33), cette équation (a3) 
peut s’écrire sous la forme suivante , qui nous sera utile 
plus tard, 

I. - - ' . . 

et comme pour un ombilic , on a toujours U = net V = o, 
il en faut conclure qu’aïors la direction des sections de 
courbure maximum et de courbure minimum demeure 
totalement indéterminée. En effet, autour d’un tel point, 
toutes les sections normales ayant la même courbure, 
chacune peut être dite une section principçue. 

iscussion il résulte que, pour trouver 
si donnée F (x, jr, z)== o admet des om~ 

après avoir déduit de cette équation les 
, q, r, s v / en fonction de x, y, z, poser 
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les deux conditions 


(38) 


» -f- p 1 _M » ■+■ g' 

r s t ’ 


puis, en les joignant à F (x, y, z) = o , chercher si lè 
système de ces trois équations finies , admet des valeurs 
réelles pour les coordonnées x , y, z. On voit par là qu’il 
n’y aura, en général, qu’un nombre limité d’ombilics 
sur une surface donnée. 

401 . Cependant , si les deuK équations (38) se rédui- 
saient à une seule vraiment distincte, alors cette équation, 
jointe à F (x , y, z) — o, déterminerait sur la surface 
donnée une courbe dont chaque point serait un ombilic, 
et qui est nommée la ligne des courbures sphériques, 
parce que dans chacun de ces points, la surface oifrirait 
une courbure uniforme , comme celle d’une sphère. 

402. Mais si, au lieu dedonner l’équation F (x,y, z ) = o, 
on demandait quelle est la surface dont chaque point est 
un ombilic, c’est-à-dire pour chaque point de laquelle les . 
deux rayons principaux sont égaux entre eux, sans rien 
préjuger sur leur variation d’un point à un autre de cette 
surface , il faudrait alors trouver une fonction inconnue 
z ==f(x, y) qui fût telle que ses dérivées du premier 
et du second ordre vérifiassent les relations (36) et (3y). 
Or, en se rappelant la signification de ces dérivées (n° 308), 
on voit que les équations (36) et ( 37 ) peuvent être écrites 
sous la forme 


1 -H dx 


dp 1 dq 

q dx' 


q dq I dp 


I -t- </’ dy 


alors elles peuvent s’intégrer (*) comme des équations 


(*) Celle marche, plus simple que celle de Monge, est tirée du Mé-v 
moire de M. Poisson . 


* •« 
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différentielles ordinaires , pourvu qu’on remplace les con- 
stantes arbitraires par une fonction Y de y dans la pre- 
mière, et par une fonction X de x dans la seconde, ce 
qui conduira à . • 


i -hp' = Y?S 

d’où l’on déduit 






Mais les quantités f) et q doivent, par leur nature, sa- 
tisfaire à la condition qui devient ici 

" dx * 


dj 

dX 


d Y 


(. -t- X)’ 


dx 


(« -H Y) 


,V d y ’ 


or, quelles que soient les fonctions X et Y, cette égalité 
est de la forme ç (.r) = (y), et elle ne peut subsister 

pour toutes les valeurs de x et de y qui sont 'des varia- 
bles indépendantes, qu’autant que chaque membre se 
réduira à une même Constante arbitraire. Représentons- 

la donc par -= , pour la commodité des calculs, et nous au- 


rons ainsi 


dX 

(. -t-' X)ï 


?. dx 

T’ 


d Y 


(r + Y)’ 


_ a dy 

F ’ 


d’où l’on déduit par l'intégration, et en appelant a et b 
deux nouvelles constantes arbitraires, 


— b — i 


V'i+X ’ v/T-4- Y 

De là nous pouvons tirer les valeurs de X et Y pour les 
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substituer dans celles de p et q qui deviendront 

a — X _ b — y 

P ' q ~^zrjrz x ÿ-.(b- r ÿ ’ 

et enfin, ces dernières, substituées dans la relation , 
dz — pdy + qdx , rendront le second membre une 
difl'érentielle exacte , de sorte qu’une nouvelle intégration 
donnera ' ■ , 

(x — a)' -t- (y — bf + (z -r c) 1 = a% 

ce qui représente une sphère dont le i'ayon et le centre 
sont arbitraires. 

Il est démontré par-là que la sphère est la seule sur- 
face qui offre une courbure uniforme tout autour .de 
chaque normale; et que de cette propriété résulte aiissi 
l’invariabilité de la courbure en passant d’un point à un 
autre de la surface. 

403. Des lignes de courbure. Monge a nommé ainsi 
la suite des points d’une surface pour lesquels les nor- 
males infiniment voisines se rencontrent consécutive- 
ment ; et il existe sur toute surface deux séries de pa- 
reilles lignes, comme le calcul va le faire voir. Soit, en 
effet, . . 

■ w z =/ (jc, y) 

l’équation d’une . surface rapportée à des axes rectangu- 
laires quelconques, et M un point de cette surface dont 
les coordonnées sont X, y, z ; si nous menons en ce Fig. ap- 
point la normale MG, elle aura (n° 270) pour équations 

(A) x ’ — x 4- p (s r — — 2} as o , 

(B) y' — y -‘r- q (*'•— z) = o. 

La normale menée en unjpoint M' infiniment voisin du 
premier, s’obtiendra en changeant, dans les équations 
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précédentes, X, y, z en x.4- dx, y -4- dy, z dz; 
par conséquent cette seconde normale aura des équations 
de la forme , • . 

(A) + d( A) .= o, (B) +. J (B) = o; 

pt s’il s’agit, comme ici , de trouver le point de rencontre 
de ces deux normales, il faudra prendre simultanément 
les quatre équations précédentes , dont l’ensemble se ré- 
duit évidemment à 

(A) = O, (B).= o, d (A) = o , d[ B) =: o. 

Développons donc les deux dernières , qui indiquent des 
différentielles relatives aux seules coordonnées a:, y, z, 
de la surface, et nous aurons 

(C) dx ■+■ pdz — (z r — z) dp , 

(P) djr -+- qdi = (z' — z)dq ; 

ainsi les coordonnées x', y', z', du point commun aux 
deux normales, seront fournies par la combinaison des 
quatre équations (A), (B), (C), (D). Or, puisque le 
nombre de ces équations surpasse celui des inconnues 
x', y', z', il faut en conclure que les deux normales ne 
se couperont pas, quelque rapproché que soit le point M' 
du point M, à moins que ce point M' ne soit choisi de 
manière à vérifier réquation de condition que fournira 
le système (A), (B), (C), (D), par l’élimination des in- 
connues x\ y' x z On obtient aisément cette condition , 
puisque (C) et (D) ne renferment que z'; et en éliminant 
entre elles Je binôme z' — z , il viendra 

(E) [dx -+- pdz) dq, — (djr -+- qdz) dp , 

qui, en y substituant les relations connues (n° 368) 

dz = pdx -|- qdy, dp — rdx + sdy, dq == sdx -+- tdy. 
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pourra être ordonnée ainsi : 

• ' 1 . •' 

(E') ^[(' +-‘i 7 ) s — Mt] H" +q')r — (i 

" ■' — [(i + p')* —pqr\= o. 

404. Cette équation (E) ou (,E ■) est dite l’ équation dif- 
férentielle des lignes de courbure; parce que les quan- 
tités p, q, r, s , f , étant des fonctions connues des coor- 
données x , y, z , du point donné M ( Jig. 46 ) , elle éta- 
blit une dépendance entre les accroissements </jc = PS, 
dy = PS, qui servent à fixer le point M' j et puisqu’elle 
assigne, non la grandeur absolue de ces accroissements, 
mais la valeur du rapport 

f 

g = u„„p'PS, 

on peut dire qu’elle fait connaître, en projection sur le 
plan des ( [x y), suivant quelle direction PP' il faut pas- 
ser du point M de la surface à un point infiniment voi- 
sin M', pour que les deux normales se rencontrent. 
D’ailleurs, cette équation (E') étant du second degré, il 
ny a donc en général que deux directions MM' et MM", 
pour lesquelles la rencoutre des normales voisines ait' 
lieu effectivement. 

Cela posé k en partant du point M' {Jig. 52), il y aura 
de même deux points voisins N' et G dont les normales 
rencontreront celle de M'; si donc on conserve seule- 
ment celui des deux, N', qui est dans le même, sens que M 
et M', et qu’ensuite. on cherche encore, dans le même 
sens ,. le-point voisin dont la normale coupera celle de N', 
on obtiendra , en continuant ainsi , une première ligne 
de courbure MM'N' D' de la surface. La seconde ligne 
de courbure relative au même point M , s’obtiendra d’une 


338 


CHVPITRK XVII. 


manière semblable, el sera MM"N"D*; puis, tomme ces 
constructions peuvent se répéter pour chaque point 
G, H,..., oh forAra ainsi deux séries de lignes de 
courbure qui partageront la surface en quadrilatères cur- 
vilignes et infiniment petits, dont les côtés se couperont 
toujours à angles droits dans l’espace. 

405. Cette perpendicularité entre les lignes de cour- 
bure pourrait se démontrer en rendant, comme au n° 381 , 
le plan des (■r,y) parallèle an plan tangent de la surface 
Frc. 46 . pour le point M {fi g- 45) : mais il vaut encore mieux ob- 
server que l’équation (E') est entièrement identique avec 
l’équation (a3) qui détermine la direction des deux sec- 
tions principales MA et MB; car i) résulte de là , i° qu’en 
chaque point M d’une surface, les lignes de courbure 
MM'D' et MM"D* sont tangentes aux sections princi- 
pales MA et MB; a° que ces dernières ayant leurs tan- 
gentes ou leurs éléments MM' et MM" perpendiculaires 
l’un sur l’autre (n° 381), il arrive aussi que les lignes de 
courbure MD 7 et MD" se coupent à angles droits. Cepen- 
dant, il ne faut pas croire que ces lignes coïncideront 
généralement , dans toute leur étendue , avec les courbes 
planes MA et MB ; parce qu’une fois arrivée au point M' 
de la surface, M'A ne sera plus ordinairement une sec- 
tion principale pour ce point ; de sorte que les lignes de 
courbure MM'D' etMM"D' seront en général des courbes 
gauches. 

406. Avant d’aller plus loin , éclaircissons cette théorie 
par quelques exemples. Dans une surface de révolution , 
Fie. 4 j. le méridien MA est évidemment une première ligne de 
courbure , puisque les normales MG , M'G > ... de la sur- 
face en M, M',... sont toqtes situées (n°301) dans le 
plan de ce méridien , et par conséquent ne peuvent man- 
quer de se rencontrer. D’aillenrs , cette courbe méridienne 
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MM' D'A est aussi une section principale de la- surface , 
puisque le plan d’une telle section doit, comme nous ve- 
nons de le voir, passer parla tangente MM' de la ligne de 
courbure et par ja normale MG ; donc ici la première 
ligne de courbure coïncide avec une section principale, et 
il en sera dè même toutes les fois qu'un a. ligne de cour- 
bure sera plane, et que son plan renfermera la normale 
de la surface. 

Quant à la seconde ligne de courbure, c’est évidem- 
ment le parallèle MM"D", car on sait que toutes les nor- 
males en M * M" , . . . aboutissent au même point H de 
l’axe; mais cette ligue de courbure, quoique plane, ne 
coïncide pas avec la seconde section principale MM" B , 
puisque celle-ci doit être dans un plan mené suivant la 
normale MH , perpendiculairement au méridien MA, qui 
est la première sëction principale : seulement, les lignes 
MM"Bct MM"D" ont une tangente commune. 

407. Dans les cylindres à bases quelconques , la géné- 
ratrice rectiligne' et la section droite sont év idemment les 
deux lignes de courbure; et ce sont en même temps les * 
deux sections principales, ,par la raison donnée ci-dessus 
pour le méridien. Dans d’autres surfaces, au contraire, 
chaque ligne de courbure est distincte des deux sections 
principales , comme dans l’ellipsoïde quelconque dont les 
lignes de courbure se prêtent à des constructions élé- 
gantes, que nous ferons connaître bientôt (n° 426). Pour 
les surfaces développables et les surfaces gauches^ on 
pourra consulter la Géométrie descriptive , n°710. 

408. Calculons maintenant les portions MG et MH de Fig. 40 . 
la normale , comprises entre le point M et ceux où elle est 
coupée par les deux rior males voisines qui la rencontrent. 

En appelant R une quelconque de ces deux distanc.es , MG 

22. 
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par exemple, on aura 

R> = (y - x)’ + (/ -y)' 4- (3' - *)’; 

et les coordonnées .r , y , s’, du point de section G seront 
données par les quatre équations (A), (B), (C), (D), dont 
les deux dernières se réduisenl à une seule, en vertu de la 
condition (R) que nous .supposons vérifiée par le point M'. 
Si donc, d’abord, on tire de (A) et (B) les valeurs de 
x' — x , y' — y, if viendra 

IV = (z' — z) y'i + p 1 -f- q 1 ; 0 

puis, on devrait substituer ici la valeur de (z' — z), dé- 
duite de (C) ou de (D) ; mais pour que celte valeur con- 
/ vienne à la fois aux deux lignes de courbure, et par con- 
séquent aux deux points G et H , il faut auparavant 

éliminer entre les équations (G) et (D), la quantité 

qui n’est pas la môme pour ces deux lignes. Or, si l’on sul>- 
stitue les expressions déjà citées 

dl = pdx -f- tpiy, dp = rdx -f- sdy, <lq — sdx 4 - tdy, 

dans les équations (C) et (D), celles-ci pourront être or- 
données de la manière suivante : 

■ , (C') [i 4-/>’ — (z' — z)r]dx — [(*' — z)s—pq]dy, 

(D') [i 4- 7 1 — {z' — z)t\dy = [{z' — z).c — pq]dx-, 

alors, pour éliminer dx et dy, il suffit de les multiplier 
membre à membre, et il vient 

. (F) {z'—zy(rt — s 7 )—(z'—z)[{l + q 7 )r—lpqs + {i~\-p‘)t] 

=o. 

C’est donc de là qu’il faudrait tirer la valeur de z' — z, 
pour la substituer dans l’expression de R; ou bien , si de 
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cette dernière on déduit la valeur de z — z, et qu’on la 
porte dans (F ), 011 trouvera pour déterminer les deux va- 
leurs de R , l’équation du second degré , 

- * . ’/ ' ■ 

(G) It ! (rt — #’)— ipqs+ (t+/>')(]^i+/) ! +7' 

-+- [i-f -/? 2 -F- ç 2 ] 1 = o. 

-409. Les racines de cette équation , ou les portions MG 
et MH de la normale, sont ce que Monge a nommé les 
deux rayons de courbure de la surface au point M ; et 
nous expliquerons tout à l’heure (n° -411) le motif de eette 
dénomination. Mais auparavant, remarquons que l’é- 
quation (G) est entièrement identique avec l’équation ( 21 ) 
trouvée au n° 979; d’où il résulte qu’en chaque point, 
les deux rayons de courbure de la surface coïncident , en 
grandeur et en position , avec les deiix rayons de couf- 
bure des sections principales. 

-410. Cette identité permet quelquefois de trouver gra- 
phiquement, et sans aucun calcul , les rayous de courbure 
des deux sections principales pour un point donné sur 
une surface. Par exemple, dans une surface de révolu- 
tion , il suit de ce que nous avons vu au n° 406, que les 
rayons de courbure des deux sections principales MA et Fie. .' 17 . 
MB, sont toujours , x° le rayon de courbure MG du mé- 
ridien; 2 0 la portion Mil de la normale comprise entre 
le point donné Met l’axe de révolution. Ces relations sont 
nécessaires à connaître dans certaines questions de Géo- 
métrie descriptive, qui exigent l’emploi d’une surface du 
. second degré, osculatrice d’une surface de révolution. 

411. Revenons aux surfaces quelconques; et, parles 
deux normales consécutives MG, M'G, faisôns passer urï Fig. / ( fi. 
plan : il contiendra la section principale MA, puisque 
celle-ci doit toucherla ligue de courbure MM I) ; etcomme 
les deux normales eu question sont sensiblement égales 


' _ * 

’• . ’ J 

Digitized by Google 




342 ' CHAPITRE XVII. 

(n° 351), la sphère qui sera décrite ayec'MG pour rayon , 
touchera la surface proposée en deux points consécutifs 
M et M' le long de MA. Il en sera de même de la sphère 
décrite avec MH = M"H pour rayon , laquelle touchera la 
surface aux deux points M et M" sur la section princi- 
pale MB ; tandis que si , avec le ravon de courbure MI = Kl 
( jig. 41 ) d’une section normale quelconque MN, on dé- 
crivait une sphère, celle-ci 11 ’aurait qu’un plan tangent 
de commun en M avec la surface. En effet, le second 
rayon Kl, qui est bien une normale commune à cette sec- 
tion et.à la sphère correspondante, ne saurait être nor- 
mal à la surface primitive, puisqu’il va couper la droite 
MG, et qu’une telle rencontre ne peut avoir lieu ( 11 " 40-4) 
qu’aux seuls points M' et M". C’est pour cela que Monge 
a nommé les rayons principaux rayons de courbure de la 
surf ace j en les regardant comme les rayons des deux 
sphères qui seules peuvent toucher la surface en deux 
p oints consécutifs. 

Toutefois, il ne faut pas dire que les deux sphères dé- 
crites avec les rayons MG et MH, sont osculatriccs de la 
surface proposée ; parce que le contact du second ordre 
que chacune d’elles présente avec cette surface, n’a lieu 
que suivant la direction MM' ou MM", et non pas tout au- 
tour du point M, comme l’exigerait la définition de$ sur- 
faces osculatrices, donnée au n° 396. 

412. Il faut aussi se garder de croire que MG(yÏ£. 46) 
soit le rayon de courbure de la ligne MD', c’est-à-direie 
rayon du cercle qui aurait avec celte ligne deux éléments . 
communs. En effet , il est vrai que les deux droites MG 
ctM'G, étant normales à la surfacè , sont aussi telleè par 
rapport à la courbe MD'; mais pour que leur rencontre 
donnât le centre du cercle oscillateur de MD', il faudrait 
( n° 351 ) que ce? normales fussent situées toutes deux 


Digitized by Google 


V 


1 -if* " T 


DF. LA COURBURE O ES SURFACES. 


343 


«lans lu plan osculaieur (lu cette courbe , ce qui n’arrivera 
que dans le cas particulier où MD' coïncidera avec MA, 
ou du moins lorsque MD' et MA auront un contact du se- 
cond ordre. 

Par exemple , dans une surface de révolution ( Jig . 47 ) , 
la première ligne de coujbure étant confondue avec le 
méridien MA , contiendra dans son plan les deux nor- 
males MG et M'G qui fourniront bien, par leur ren- 
contre, le centre de courbure G de cette ligne Ml)' ; 
tandis que la seconde ligne de courbure MD", quoique 
plane, n’aura pas pour rayon de courbure la. nor- 
male MH ; mais ce sera évidemment le rayon même de 
ce parallèle circulaire MD". 

413. -Si par tous les points de la ligne de courbure 
MM'N'D' on mène les diverses normales à la surface,. ces F"'- 5a. 
droites, qui se rencontreront consécutivement, forme- 
ront une surface développable dont l’arète de rebrousse- 
ment sera la suite des centres de la première courbure, 
relatifs à la ligne MM'D'. En opérant ainsi pour chaque 
ligne M"GH N"KL... de la même courbure, on 
obtiendra une série de surfaces développables dont les 
arêtes de rebroussement formeront, par leur ensemble , 
une surface, lieu de tous les centres de la première Cour- 
bure, et à laquelle toutes les normales seront tangentes; 
mais celte surface aura une seconde nappe, lieu des 
centres de la seconde courbure , qui résultera des arêtes 
de rebroussement produites par les normales menées le 
long des lignes de la seconde courbure MM"N"..., 
M'GK. . ., N 'HL. . ., et cette seconde nappe sera aussi 
touchée par les mêmes normales que la première. Pour 
obienir l'équation de cés deux nappes , qui sont le lieu 
de tous les points de section dont les coordonnées ont. 
été désignées par x' , y' , *', dans les équations (A}, (R), 
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(F), il suffira évidemment d'éliminer x , y, z., entre ces 
trois équations et celle de la surface proposée. 

Les deux nappes des centres de courbure sont , par 
rapport à la surface proposée, ce que les développées des 
lignes courbes sont par rapport à celles-ci ; et ces nappes 
o tirent encore diverses propriétés remarquables, sur Les- 
quelles 011 pourra consulter le livre VIII de notre Traité 
de Géométrie descriptive. Nous ajouterons seulement ici 
que quand ces deux nappes se couperont, leur intersec- 
tion sera évidemment le lieu des centres relatifs à la 
ligne des courbures sphériques, dont nous avons parlé au 
n°, 401 . . - 

41 4. Lorsque le point M considéré sur une surface 
quelconque, sera un ombilic ( n° 397 ), l’équation (E') 
des lignes de courbure relatives à ce point , prendra la 
forme 0 = 0 , comme il est déjà arrivé (n° 399) pour 
l’équation (23) avec laquelle (E ) coïncide toujours; ce 
qui annonce que d’un ombilic , il part une infinité de 
lignes de courbure, et la direction du premier élément 
de chacune d’elles reste arbitraire. En effet, ces ligues 
doivent toujours (n° 405) être tangentes aux sections 
principales relatives au point considéré ; et dans un 
ombilic, toutes les sections normales sont principales 
(n° 399). ’ , . ! 

415. Cependant les. opinions des géomètres se sont 
trouvées partagées sur cette matière. Monge y a laissé 
quelque obscurité, parce qu’il définit les ombilics, en 
plusieurs endroits, par des conditions diverses qui né 
sont pas toujours une suite nécessaire les unes des au- 
tres: tantôt il les regarde comme des points où la cour- 
bure de. la surface est égale dans toutes les directions, ce 
qui est le caractère véritable et général ; tautôt comme 
des points où les deux lignes de courbure viennent à coïn- 
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cider, circonstance qui arrive aux ombilics que nous ren- 
contrerons sur l’ellipsoïde (n° 430), mais qui n’est plus 
vraie, pour les points de la ligne des courbures sphéri- • 

ques (n°40'l), ni pour d’autres ombilics isolés, tels que 
les sommets d’une surface de révolution. 

M. Dupin (*), en partant de la première définition, 
est conduit à n’admettre qu’un nombre limité de lignes 
de courbure, pour chaque ombilic isolé ou faisant partie 
de la ligne des courbures sphériques. Néanmoins, dès 
que tous les rayons de courbure des sections normales . 
sont égaux pour un même point d’une surface, celle-ci 
est osculée par une sphère qui a les mêmes normales que 
la surface primitive , tout autour de l’ombilic et à une 
distance infiniment petite ; d’où il suit que dans toutes les 
directions autour de l’ombilic, une normale infiniment j 
voisine ira -couper celle de ce point, au centre même de »- 
la sphère osculatrice; et par conséquent il existe ici une 
infinité de lignes de courbure t d’après la définition uni- 
versellement admise (n° 403 ). 

Pour concilier ces résultats , M. Poisson l**) regarde un 
ombilic comme admettant une infinité de lignes de cour- 
bure, parce que dans toutes les directions autour de ce. 
point, une normale infiniment voisine va rencontrer la 
première , du moins tant qu’on ne tient compte que des 
différentielles du premier ordre ; mais si l’on pousse 
l’approximation plus loin , il y aura quelques-ünes de cës. 
directions pour lesquelles le rapprochement des normales 
sera plus intime que pour les autres, et ce sont ces di- 
rections particulières qui méritent alors plus spéciale- 
ment le nom de lignes ne courbure , et qui se trouvent 


1 *) Voyez les Développements de Géométrie , 3 e mémoire. 
(**) Voyez le Journal de l'Ecole P o [y technique , cahier. 
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en nombre fini. En nous rangeant à cette dernière opi- 
nion , nous allons chercher à l’appuyer par les calculs 
suivants. 

416. La normale de la surface au point M (x,y, z ) a 
des équations qui peuvent s’écrire 

(A) x — x' 4 - p (z — s') = o, 

(B) ' y — y' + ?(* — *') = 

celles de la normale au point projeté en dx , r-+~<ly, 
seront de la forme 

A4- d A 4- -j d*A = o, 

A + dli + B = o, 

en tenant compte des infiniment petits du second ordre. 
Mais, pour le point commun à ccs deux droites, le ays- 
# tème de ces quatre équations revient à combiner (A) 
et (B) avec les suivantes 

(À.'') dx -f - pdz -(- y pd 2 z 4 - dpdz + (z — zf )(dp 4-7 d’p) = o, 
(B") dy+qdz + ±qd 2 z A-dqdz-\-{z — z')(dq + ±d*q'J=E O \ 

et la condition pour que ces deux normales se rencon- 
trant, s’obtiendra (n°403) en éliminante' entre (A") 
et (B"), ce qui donne généralement 

(o) (dx -+- pdz -+- -j pd'z -+- dpdz) (dq 4- jd 2 q) 

~ -t- 1 dz 4 - 7 qd 2 z 4- dqdz) (dp 4 - 7 d 2 p). 

Cela posé, si le point considéré M est quelconque, il 
faudra réduire l’équation (e) aux seuls termes de l’ordre 
le moins élevé, ce qui conduit à 

(E) (dx 4- pdz) dq — (dy 4- qdz)dp , 

.• * -J ’ ’ % 

équation trouvée au n° 403 pour les lignes de courbure 
ordinaires: mais si ce point M est un ombilic, on sait 
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(n os 414 et 399) qu’alors l’équation (E) sera identique- 
ment vérifiée; de sorte que les infiniment petits du se- 
cond ordre disparaissant d’eux-mêmes dans l’équation 
générale (e), il faudra y gainer tous les termes du troi- 
sième ordre , et négliger ceux du quatrième , ce qui 
donnera 

(E") (dx 4- pdz)d*q 4- (pd 7 z -f- dpdz)dq 

— ( dy 4- qdz)d z p 4- (qd'z 4- dqdz) dp. 

C'est donc çette dernière équation qui , dans le cas d’un 
ombilic , déterminera la direction à suivre pour trouver _ 
une normale qui coupe' celle du premier point; et 
comme en substituant ici les valeurs cbnnues 


dz — pdx - 4 - qdy , dp .= rdx 4 - sdy , > , 

dy\ 

l’équation (E") contiendra le rapport — à la troisième 

puissance, il s’ensuit que, par un ombilic , il passe ordi- 
nairement une ou trois lignes de courbure; ou , plus gé- 
néralement, un nombre déterminé , parce que si l’équa- 
tjon (E") se trouvait encore identique d’elle-même, il 
faudrait, en remontant aux équations (A") et (B"), teriir 
compte des différentielles troisièmes, ce qui enduirait à 

une équation de condition où y- entrerait à la quatrième 

puissance, et ainsi de suite. Mais ces lignes de courbure, 
en nombre fini, seront du genre de celles où le rappro- 
chement des normales s’élève au delà du premier ordre , 
puisque dans les équations (À") et (B") nous avons tenu 
compte des différentielles supérieures, et que, sans cela, 
la rencontre des normales aurait eu lieu dans toutes les 
directions*, attendu que l’équation (E) se trouvait vérifiée 


d’elle -même, quelle que fût la valeur dç 


dx 
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Ajoutons erilin que même les lignes de courbure de 
ce genre sont quelquefois encore en nombre infini , comme 
il arrive au sommet d’une surface de révolution; et nous 
verrons dans le numéro suivant la raison analytique de 
cette circonstance particulière. 

•417. 11 importe d’observer que l’équation (E") , où nous 
avons laissé à dessein le terme dpdqdz commun aux deux 
membres, est précisément la diffèren tiellc de l’équati on (E), 
prise en regardant comme seules constantes les accroisse- 
ments dx et dy des variables indépendantes. C’est pourv 
•quoi nous n’avons pas pris la peine de développer et d’or- 


donner l’équation (E ) par rapport à , altenduque, dans 

la pratique, et quand on trouvera que l’cquation (E), ou 
plutôt l’équation (E) du n° 4011, devient identique pour 
un point particulier , il suffira de différentiel' cette der- 
nière équation par rapport à j>, q, r, s-, l, et l’on obtien- 
dra l’équivalent de (E"). De même, si cette dernière de- 
venait identique, il suffirait d’en prendre encore la 
différentielle, et ainsi de suite. Mais quand toutes ces 
différentielles seront constamment milles pour le. point 
que l’on considère,, on tombera dans le dernier cas indi- 
qué au numéro précédent ( ¥ ). Nous éclaircirons ceci par 
l’exemple de 1” ellipsoïde, n° 4-30. 


terminai ion des- lignes de courbure sur une surface particulière. 


418. Pour obtenir, en quantitésjinies , les équations des 
lignes de courbure sur une surface donnée F (x, y, z) = o, 
on commence par déduire de cette équation les valeurs de (*) 


(*) SI. Dupin était arrivé à établir «es règles, mais par des considé- 
rations qui me paraissent laisser quelque chose à désirer sous le rap- 
port de la rigueur. [Voyez page des Développements de Géométrie.) 
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z , r, s , t, en fonction de x et dey, et eu les sub- 
stituant dans l’équation générale (E) trouvée n° 403 , on a 
l'équation différentielle de la projection des ligues de cour- 
bure sur le plan des (x, j). Ensuite, il reste à intégrer ce 
résultat , et à déterminer la constante arbitraire qu’a- 
mcne l’intégration » de manière que la çourbe passe par 
le point donné sur la surface : mais comme , d après la 
forme de l’équation différentielle (E), cette constante ar- 
bitraire entrera au second degré dans l’intégrale,, elle ad- 
mettra pour chaque point de la surface deux valeurs géné- 
ralement distinctes, qui correspondront aux deux lignes 
de courbure relatives au point donné. 

419'. Appliquons eette marche à l’ellipsoïde représenté 

par l’équation . .* 

, Z! 

a 1 b 2 


(•) 


c 2 ‘ 


en la diflérentiaiit successivement par rapport à x et àj , 
et jusqu’au deuxième ordre, on trouvera 


c*x c'y 

P = ~*V q ~~T 


— c'(b 2 — y 2 ) — dxy — c'(a ! 

r ’ a 2 b 2 z 2 ’ a 2 b 2 z 2 ’ a 7 b 


— c' (a 2 — x 2 ) 

z 3 * 


A = 


il 1 — c 2 



es , *ainsi que 

celle de z 1 , dansl’équa- 

j 

la ramèneront à 

S 

'r (« 3 — c’)x' 

(b 2 ~c 2 )y 2 4 dy 

• V'I 
. - 

1 a 2 [a 2 — b 2 ) 

b 2 [a 2 — b 2 ) J dx 

■J 

{a 2 — c?)xy_ 

a 2 [a 2 — b 2 ) ~ ’ 


on pos< 

. 1 

B = 

b 2 [a 2 — b 2 ) 
“ !.. » 

• * ‘ î 
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l’équation précédente deviendra 

Xy dy’ /x’ y' \ dy xy 

B ' tir 1 \A B ) dx A 

ou enliu 

( 2 ) Axydy 1 4- (Bx ! — Ar 1 — AB)dxdy — B rydx 1 ~ o. 

Telle est l'équation différentielle des lignes de courbure 
de l’ellipsoïde, projetées sur le plan XV, qui représentera 
à volonté un quelconque des trois plans principaux de 
cette surface ; mais nous supposerons d’abord que c’est 
le plan qui contient l’axe maximum et l’axe moyen, 
c’est-à-dire que nous admettrons les relations 

a > b > c, 

d’après lesquelles les constantes A et B seront essentielle- 
ment positives. 

420. Pour intégrer l’équation ( 2 ) qui est du premier 
ordre, mais où les différentielles sont élevées au second 
degré, nous commencerons par la dillérentier ; car on 
sait que, par ce moyen, on réussit souvent à simplifier 
ces sortes d’équations. En l’appliquant donc ici , ou trouve 
d’abord , 


d'y \lkxydy 4- ( Bx J — A/ 1 — ; AB)rfx] I 
4- kdy‘(xily 4- ydx) — 2 A ydy'dx > = o, 

4- 2 Üxdydx 1 — Brfx s (xdy 4- ydx) / 

ou bien 

1 d'yiykxydy 4- (Bx 1 — A y' — ABjrir] 1 
J f 4 - (A dy 7 4 - bdx x ) (xdy — ydx) J ° ’ 

mais si l’on observe que l’équation ( 2 ) donne 


Bx' — 1 Ay 1 


kü)dx = 

. dy 


* 
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l’équation (3) pourra se décomposer ainsi 

[Ady 7 -t- Brfx 1 ) . \xyd 7 y -t- [xdy — ydx) dy\ ~ o; 

et comme le premier facteur ne saurait être nul, puisque 
A et B sont ici des quantités positives , il restera , en sup- 
primant ce facteur e^en divisant par x% ~ , 

»■ (9^(^ i ) = V 

Or, le premier membre de cette équation est évidem- 
ment la différentielle exacte d’ùn produit; et en l’inté- 
grant, il vient 

• g) *.= ««, 

o désignant ici la constante arbitraire oit l’on a dû, pour 
conserver l’homogénéité, introduire la djfférentielle in- 
dépendante dx. De là on tire 

ydy = Ç>xdx , 

et en intégrant de nouveau, 

(5) ' y 1 = &r : -t- y. 

421 . Ce résultat montre que les projections des lignes 
de courbure seront des courbes du second degré; mais il 
entre ici une constante arbitraire de trop, puisque l’é- 
quation différentielle qu’il s’agissait d’intégrer n’était que 
du premier ordre. Cette circonstance vient de ce qu’en 
différentiant l’équation ( 2 ) sans éliminer de constante, 
nous avons obtenu une équation (3) plus générale que la 
proposée; il faut donc restreindre la signification de l’in- 
tégrale (5) , en l’assujettissant à vérifier l’équation ( 2 ); or 

si l’on substitue dans cette dernière les valeurs que four- 

% 

■ ■■ V • • . ' 

. ' . - i 
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11 H (5) pour y et dy, on trouve la conditioh 


(6) Ay -+- B] H- 


AB 


o. 


OU 7 


— ABfi 

Te+B 


Telle est donc la dépendance qui doit exister entre les 
constantes 6 et y, pour, que l’équation (5) soit l’intégrale 
de ( 2 ); et par suite, une seule de ces constantes , ë par 
exemple, demeure arbitraire, du moins tant qu’il ne s’agit 
que de satisfaire analytiquement à l'équation différen- 
tielle ( 2 ). ’ 

422. Mais, pour compléter la solution du problème de 
Géométrie qui nous occupe, il faut assigner le point de la 
surface pour lequel on cherche les lignes de courbure, et 
par conséquent exprimer que l’équation (5) est satisfaite 
par les coordonnées x , y' de ce point. Or, il va résulter 
de là une équation propre à déterminer 6, et qui fournira 
pour cette constante deux valeurs toujours de signes con- 
traires : circonstance importante à vérifier, parce qu’elle 
annoncera que les deux lignes de courbure, relatives à un 
même point de l’ellipsoïde , sont toujours projetées sui- 
vant des courbes de genres opposés, sur le plan qui con- 
tient l’axe maximum et l’axe moyen. 

Substituons, en effet, dans l’équation (5) les coordon- 
nées assignées x\ y', ainsi que la valeur dey fournie par 
la relation (6), et il viendra • - ’’ 1 

y o =6x n A»6_. 

- 1 Afi-t-B” 

d’où , en résolvant cette équation du second degré , 


, .. A/ J — B-r'-q-ABi: v‘(A.r' - — Bx"-)- AB)M-4ABy 

(7) , 2À <t'* 


Or , puisque ici le terme 4 AB x' 1 y* est essentiellement 
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positif, la partie irrationnelle surpassera en grandeur 
absolue la partie rationnelle , et les deux valeurs de 6 se- 
ront toujours de signes contraires. 

423. Quant à la constante y, elle sera constamment de 
signe opposé à ë. En effet, la valeur (6) montre d’abord 
que quand S est positif, y se trouve négatif; ensuite, la 
valeur négative de 6 , fournie par ( 7 ) et substituée dans ( 6 ), 
rendra'toujours le dénominateur Aê B > ô, car cette 
condition revient à celle-ci 

Aj" -t-.Rr' * -|- AB > l/(A / ’• — Rr ,3 -+- AB) 3 + 4 AB*"/', 
ou bien 

Ay’ 2 -|- Bx' 1 -+- AB> \/{ky'‘ -+- Br" -+• AB)> — 4 ABV’, 

laquelle sera toujours satisfaite d’elle - même. Ainsi, 
lorsque 6 sera négatif, y se trouvera positif, et récipro- 
quement. 

424. Nous conclurons de là que , pour chaque point M 
de l’ellipsoïde , les projections des lignes de courbure sont 
représentées par deux équations de la forme 

/' = — 6' x 1 4- /, 

r = -+-ê'v — 7 ", 

et tpx 'ainsi la première de ces lignes sc projette suivant Fl °- **• 
une ellipse MM'D', la deuxième suivant une hyperbole 
MM"D", qui sont concentriques avec l’ellipse principale 
AB, et dont les axes coïncident en direction avec ceux de 
cette courbe. On calculerait ces axes, pour chaque point 
de l’ellipsoïde, par les formules ( 7 ) et ( 6 ) ; mais au lieu de 
nous arrêter à ces détails, étudions les rapports intéressants 
qui lient entre elles les diverses lignes de courbure d’une 
même série. 

425. Puisque les constantes ê et . y sont toujours de 

a3 
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signes opposés, et que Itf dernière, y, acquiert en chaque 
point de l'ellipsoïde une-valeur positive pour la première 
série de lignes de courbure , et une valeur négative pour 
la deuxième série, nous pourrons donc, en introduisant 
deux nouvelles constantes plus commodes , poser 




le signe supérieur ayant toujours lieu pour les lignes de 
courbure elliptiques eu projection; puis, en substituant 
dans l’équation générale (5), les valeurs de 6 et de y en 
fonction de m et de n, il viendra pour l’équation des deux 
séries de lignes de courbure , ’ 



où l’on reconnaît que m et n sont les deux demi-axes de 
chaque courbe. , ‘ 

Mais si l’on substitue aussi les expressions de 6 et de y 
dans 1a condition (6), on obtiendra , entre /« et n , la re- 
lation fort remarquable 


(10) 



où le signe supérieur se rapporte encore aux lignes de 
courbure elliptiques ; ce qui prouve que les deux quanti- 
tés met n, constantes pour une même ligne de courbure, 
dont elles sont les demi-axes, et variables d'une ligne à 
l’autre de la même série , ont toujours pour grandeurs 
simultanées, les deux coordonnées d’un point pris arbi- 
trairement sur une hyperbole ou sur une ellipse auxiliai- 
res, dont les demi-axes communs et invariables sont VA 
suivant OX, et suivant OY : çe dernier est l’axe ima- 
ginaire dé'l’hyperbole. 
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426. De là résulte la construction suivante. Onpor-Fir.. 
tera soi- les axes de l’ellipse principale ABA'B', deux dis- 
tances Oa et üo déterminées par les équations 



Ces distances se construiront aisément au moyen des ex- 
centricités des trois èllipses principales, et la première 
Oa se trouvera toujours plus petite que a , puisqu’on a 
admis les relations a > b > c. Ensuite, sur les deux 
droites Oa et 06, prises comme demi-axes, on construira, 
i° une hyperbole auxiliaùv aP'Q' dont les sommets réels 
soient sur OX ; ' 2 " une ellipse auxiliaire aP'o. Cela posé, 
en abaissant d’un point quelconque P' de cette hyperbole 
les coordonnées P'E' et P'D’, puis en construisant sur 
leurs égales OU' 1 et OE', comme demi-axes , une ellipse 
E'AID', ce sera la projection d’une des lignes de éoprbure 
de la première série ; les autres s’obtiendront semblable- 
ment par les deux coordonnées de chaque point de l’hy- 
perbole auxiliaire. * 

Quant aux lignes de courbure hyperboliques, on abàis- . 
sera les coordonnées P*E ff, et P"D" d’un point quelconque 
de l’ellipse auxiliaire , et sur leurs égales OD" et OE", 
comme demi-axes, on construira une hyperbole D"M, 
dont les sommets réels soient sur OX; cette hyperbole 
D"M . et- toutes celles qu’on obtiendra semblablement 
avec les deux coordonnées de chaque point de. l’ellipse 
auxiliaire , seront les projections des lignes de courbure 
de la seconde série. 

427. Examinons mainte rfant les variations qu’éprou- 
vent les lignes de courbure de la première série, lorsque 

23. " 
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le sommet F, s'avance <le O vers B. .Quand il est en O , 
l'ordonnée de l’hyperbole auxiliaire «FQ 1 est nulle : 
ainsi l'ellipse de courbure IF ME' a alors son petit axe 

nul et son demi-grand axe égala Oa, c’est-à-dire que 
rette ellipse se réduit à la droite a'Oa : et par conséquent 
la section principale de l’ellipsoïde, qui contient les axes a 
et c , est elle-même une ligne de courbure de la surface, 
ce qu’on pouvait prévoir, puisque les diverses normales 
de la surface, menées le long de cette section, sont évi- 
demment toutes dans son plan. A mesure que le point F/ 
s’éloigne de O, les deux axes de l’ellipse de Courbure 
augmentent, jusqu’à ce qu elle coïncide avec la section 
principale AB ; car si dans l’équation (m) on pose m = a , 
on trouvera n= b. 11 est doue inutile d’epiplovcr des 
points de l’hyperbole auxiliaire situés au delà de Q, 
puisqu’ils fourniraient des ellipses qui embrasseraient 
totalement ABA , et 11e pourraient recevoir la projection 
d’aucun point réel de l’ellipsoïde: restriction qui s ex- 
plique i’ti observant que l’équation (9) ou ( 5 ) ne déter- 
mine point par elle seule une ligne de courbure dans 
l’espace; mais qu’il faut toujours la combiner avec F cota- 
tion de la surface', etn’admeltre que les solutions «pu leur 
sont communes. 

Quant aux ligues de courbure qui se’ projettent suivant 
des hyperboles, 1 )"M, 011 voit que si le sommet D" vient 
en O. les deux coordonnées de l’ellipse auxiliaire aP”S 
sontx=o, y ~ O 0 ; de sorte que l'hyperbole qui reçoit 
alors la projection de la ligne de courbure se réduit à la 
droite BOB \ et cette ligne de courbure dans l’espace 
coïncide avec la section principale de l’ellipsoïde qui 
contient les axes b et c. Lorsque D" s’éloigné de O, l’axe 
imaginaire de .l'hyperbole diminue, tandis que son axe 
réel augmente; et quand enfin le point D' arrive en a, 


Digitized by 


G 


DE LA COURBURE DIS SURI- ACES. 


35 7 

l'axe imaginaire devient nul, et l’hyperbole se réduit aux 
deux portions rectilignes a A, a! A', qui complètent la 
ligue de courbure déjà fournie par la première série, et 
projetée sur la portion de droite a O a'. 

•428. SL le sommet D" continuait à se mouvoir à droite, 
de a, et venait en D', les lignes de courbure, qui jusque 
alors avaient été hyperboliques en projection, devien- 
draient elliptiques, puisque l'ordonnée élevée eu D' ren- 
contrerait, non plus l’éllipse aP"6, mais l’hyperbole 
auxiliaire a P Q' ; d’ailleürs, lorsque dans l’équation ( 10 ) 
on prend m plus grand que O a = ^A , il faut bien néccs- 

sairement adopter le signe négatif pour le terme — ; ainsi 

c’est une hyperbole qui détermine alors la valeur corres- * 
pondante de n. On voit par là qu’il existe sur l’ellipsoïde 
quatre points projetés en a et a', autour desquels les li- 
gnes de courbure des deux séries sont pliées en sens con- 
traires, et où elles viennent se confondre, pour se suc- 
céder ensuite les unes aux autres. 

429. Ces quatre points sont des ombilics (n° 397), 
c’est-à-dire des points autour desquels toutes les sections 
normales ont la même courbure, fin effet, puisque les 
conditions U = o et V = o, qui caractérisent les ombilics , 
rendent toujours identique (n° 399)' l’équation différen- 
tielle des lignes de courbure , nous trouverons immédia- 
tement ces points singuliers, en égalant à zéro les trois 
coefficients de l’équation ( 2 ) du n° 419, ce qui donne les 
conditions simultanées 

xy o et Ba-' — Ay 1 — AB = o. 

Or, l’hypothèse x=^o ne conduisant ici qu’à des valeurs 
imaginaires pour y, il 11 e reste que les solutions 

y = o et x = ± v'A, 
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lesquelles correspondent bien aux deux points a et a' sur 
le plan des 

430. Pour chacun de ces quatre ombilics, les deux 
lignes de courbure paraissent se réduire à uüe seule, qui 
est l'ellipse verticale projetée sur AA', ainsi qu’il résulte 
de la discussion graphique (n° 428); et l’analyse nous 
conduira au même résultat. En effet , puisque a est un 
ombilic qui rend identique l’équation générale 

/rfrV dr 

(a) Axy 1-^j -+-(Bx’ — A y\ — AB) — — lixjr — o, 

il n’y a qu’à employer ici la méthode que nous avons 
donnée au n° 417, et différentier l’équation (a) en lais- 
dy * 

saut — constant. On trouve ainsi, après avoir ordonné, 

-(.*) -■• i:rv D »• ■■■ 

équation qui , pour les ombilics où l’on a 
r = o et x — fx, 
se décompose .dans les deux suivantes 



or, la seconde n’admet que des racines imaginaires, et 
la première a pour intégrale générale y=k ; mais en dé- 
terminant la constante arbitraire X de sorte qiio cette li- 
gne passe par l’ombilic , il restey=o qui représente bien 
l’ellipse verticale projetée sur AA'. < ' 

431 . Il n’est pas inutile d’observer que toutes les lignes 
de courbure de l’ellipsoïde sont des courbes fermées, 
quoique quelques-unes soient projetées sur des portions 

t * 

i . 

\ ■ • • 
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d’hyperbole, telles que ÎID'S ; c’est qu’ alors la courbe • 
s’étend au-dessous du plan XY, et passe par des points 
qui se confondent en projection avec ceux de la partie 
supérieure. 

Des circonstances toutes semblables se reproduiraient 
si l’on avait projeté ces lignes de courbure sur le plan 
qui contient l'axe minimum et l'axe moyen de l’ellip- 
soïde; car il suffirait d’introduire dans l’équation (a) les 
relations i . -, 

c>b>a, 

lesquelles laissent toujours positives les constantes A et B, 
et par suite, mèneront aux mêmes conséquences sur la 
forme elliptique et hyperbolique des projections des 
deux séries de lignes de courbure. 

■432. Voyons maintenant quelle forme prendront ces 
lignes, en se projetant sur le plan qui contient l'axe ma- 
ximum et l'axe minimum de l’ellipsoïde ( Jîg. 53). Il 
suffit, pour rendre l’équation ( 2 ) applicable à ce cas, d’y 
introduire les relations 

a>c>6; 

et comme alors la constante B (n° 419) devient négative, 
nous poserons 

— B = B' = 

ce qui conduira , comme au n° 420, à l’intégrale 
( 11 ) y = fa 1 -h y, 

avec une condition analogue à (6), savoir : 

A'B'6 

7 — A' 6 — B' ’ 
mais ici la constante arbitraire 6 ne pourra recevoir que 


(12) 


• « . ; . . , ' * », . 

b 7 (a 7 — b 1 ) a 7 (a 1 — b') 

c 7 — b 7 ’ ^ a 7 — ç 7 ’ 


RJF 
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des valeurs négatives. En effet, l’équatioH (7) devient 
alors 

A'r'MB'V’- A’ B' rfc y/(ÂV , -+- BV 1 -A' B* j’-JA' H' x"jr '- . 


6 = - 


aA' j 


et puisque la partie rationnelle surpasse numériquement 
la grandeur absolue du radical, ces deux valeurs de S se- 
ront toujours à la fois de même signe , pour un même 
point (x', y') de l’ellipsoïde. E11 outre, comme tous les 
points de cette .surface seront nécessairement projetés 
Frc. 53.00 dedans de l’ellipse a P' 6', qui serait construite sur les 
demi-axes 

“*' = v'v = « 

= </* = 4 

puisque ces demi-axes sont évidemment plus grands que 
OA = a et OC = A, -il en résulte que pour tons les points 
de l’ellipsoïde, on aura constamment 

A'/' 3 -+- BV» — A' B' < o : 

d’où je conclus que toutes les valeurs de S seront néga- 
tives ; et, d’après la relation (12), y n’aura, au contraire, 
que des valeurs positives ; de sorte que l’intégrale (11) 
représentera toujours des ellipses, sur lesquelles se pro- 
jetteront ici toutes les lignes de courbure des deux séries. 
D’ailleui'S, en posant > 


l’équation (n) commune aux deux séries de ligues de 
courbure deviendra 


(i 3 ) 


m 3 « 3 


*1 


r 


Digitized by Google 


1>F. LA COVnrfURE DIS SURFACES. 36 1 


et les demi-axes m, n, de chacune de ces lignes, seront 
liés parla relation ( 12 ), qui devient 


04 ) 



d’où l’on voit que ces demi-axes se trouveront ici les deux ’ 
coordonnées d’un même point variable , toujours situé sur 
une ellipse auxiliaire a P'P"6', construite avec les demi- 
axes VÂ 7 et v^B'. 

433. Lorsqu’on prendra sur cette ellipse auxiliaire un 
point P' voisin du sommet <*', les deux coordonnées 
P'E' et P'D' donneront les axes d’une ellipse D'ME', Fie. 53. 
projection d’une ligne de courbure de la première série. 

Cette ellipse , d’abord très-resserrée, s’ouvrira de plus en 

plus dans le sens du petit axe , tandis que son grand axe 
diminuera , et elle finira par coïncider avec l’ellipse prin- 
cipale AC quand le point P' sera venu en Q; car, si dans 
l’équation (i4) on pose m = a, on trouve n — b : ainsi 
la portion a'Q de l’ellipse auxiliaire aura donné toutes 
les lignes de courbure de la première série. Au delà , un 
point tel que P" fournira, par ses coordonnées, les de- 
mi-axes d’une ellipse D"ME", qui appartiendra à la se- 
conde série des lignes de courbure, puisqu’elle coupera 
en M la ligne E'MD' dé la première série ; et ces nou- 
velles ellipses se rétréciront de plus en plus dans le sens 
des x , pour se réduire enfin à la droite COC projection 
d’une section principale, qui est elle-même une ligne de 
courbure de l’ellipsoïde. 

434. Dans l’intégration de l’équation ( 2 ), nous avons 
négligé (n° 420) le facteur 


A dy r -1- IW.r’ = 0 , 

qui ne pouvait alors donner aucune solution réelle; mais, 
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]>our la projection actuelle où B — — B' ej A = A', ou 
en tire 



et si l’on substitue cette valeur dans l’équation propo- 
sée (a), il viendra 

Ay -+- BV dfc a xy ^A'B 7 = A'B' ; 

«■quation tinie, sans constante arbitraire, qui , comme ou 
sait, est une solution singulière de la proposée’, et doit 
représenter la ligue enveloppe de toutes les intégrales par- 
ticulières.' En effet , cette équation se décompose ainsi 

1' VA 4 ± x vB' = de. v’ V B' ; 

et. comme les doubles signes sont indépendants, cela four- 
nit quatre droites, que l’on reconnaît aisément pour les 
cordes supplémentaires qui passent par les sommets de 
l’ellipse auxiliaire a'P P"o , dont les demi-axes sont \J A ' 
et \/B Ces quatre cordes touchent donc toutes les ellipses 
suivant lesquelles se projettent les lignes de courbure; et 
comme une de celles-ci est l’ellipse principale AC , cette 
courbe est aussi touchée par les quatre cordes , précisé- 
ment aux ombilics a> , w', w", &>'*', où les lignes de cour- 
bure des deux séries viennent se confondre. , 

Au surplus, on arriverait aussi à ces quatre droites , eu 
cherchant, d’après la méthode exposée (n° 340), la ligue 
enveloppe de toutes les ellipses représentées par l’équa- 
tion 

x' i A'r J 

n ? ~ l “ B ' (A; — m 2 ) ~ ‘ ’ 

la<|uelle se déduit de ( 1 3) et ( 1 4 ) ■» et où le paramètre ar- 
bitraire est ni. 
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435 . Observons, en terminant cçtte théorie, que quand 
«n a .déjà construit ,(n° 426) les lignes de courbure d’un * 
ellipsoïde donné, projetées sur le plan qui renferme l’axe 
maximum i a et l’axe -moyen i b , et que l’on veut ensuite 
construire, pour ce même ellipsoïde , la projection des U-' 
gnes de courbure sur le plan qui côntient le plus grand et 
le plus petit axe , il serait peu commode de changer la dé- 
nomination de l’axe moyen, comme nous l’avoys fait. 
(n° 432).. 11 vaudra mieux alors conserver toujours les re- 
lations 

« > b > c ; 

mais dans les valeurs de A' et de B' changer b eu c et 
c eu b ^ de sorte que dans la Jig. 53 , l’ellipse principale 
aura pour demi-axes 

OA = à , • OC — ç , ' 

et les grandeurs des demi-axes de l’ellipse auxiliaire j'P'o', 
seront 



par là ces valeùrs pourront exister simultanément avec 
celles de A et de B (n° 426) , qui se rapporent au pla n 
de l’axe maximum et de l’axe moyen. 

436. Remarquons enfin que pour trouver les deux li- 
gnes de courbure relatives à un point assigné M de l’el- 
lipsoïde (Jig- 5a), il faudrait substituer les coordon- 
nées x', y' de ce point dans l’équation (9), laquelle, 
jointe alors avec l’équation (10), suffirait pour calculer 
les axes de l’ellipse MD' et de l’hyperbole MD". Mais si , 
comme dans le tracé d’une voûte en ellipsoïde, le point 
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assigné était en S sur l’ellipse de la naissance AIVA’, ou 
pourrait employer une solution graphique fort simple, 
pourlaquelkriious renverrons à la Géométrie descriptive, 

n° 743. 

, ( •• 

Des courbes de niveau ei des lignes de plus grande pente. 

437. Çe sont des lignes remarquables qui servent, dans 
le tracé des cartes topographiques, à représenter la forme 
du terrain. Les courbes de niveau ne sont autre chose 
que les sections faites dans la surface qui recouvre le sol , 
par divers plans horizontaux ; et si l’on a soin de mener 
ces plans à des intervalles égaux mesurés sur la verticale, 
il est évident que là où les projections horizontales des 
courbes de niveau seront plus rapprochées, elles indique- 
ront que la pente du terrain est plus rapide ;■ et en même 
temps, les diverses sinuosités de ces courbes figureront les 
mouvements du sol, quelque variés que soient ceux-ci. 

Pour obtenir l’équation finie des courbes de niveau, il 
suffit de joindre à l’équation de la surface proposée , celle 
d’un plan horizontal quelconque, c’est-à-dire de prendre 
le système , 

F(x, jr,z)=o, *=?; 

et en éliminant z , il vient pour la projection des lignes 
de niveau, l’équation F (x,y, y) = o, où y est une con- 
stante arbitraire. Mais si l’on veut avoir l’équation diffé- 
rentielle commune à toutes ces courbes, on dilférentiera 
le système précédent, ce qui donnera 

dz — pdx -f- qdy et z — o ; 

et par suite , l’équation différentielle qui caractérise les 
courbes de niveau, sur toute surface ,' sera 

(l) pdx 4- qdy = O; 
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seulement , si p ou q renferme z (ce qui arrivera ordinai- 
rement lorsque l’équation F = o aura été différentiée' 
avant d’être résolue par rapport à z), il restera à éliminer 
cette variable au moyen de l’équation de la surface , pour 
que l’équation (i) représente la projection horizontale 
des courbes de niveau. 

438. Soit, par exemple, 

z = ? (x’-f- y'), 

qui représente (n° 296) toutes les surfaces de révolution 
autour de l’axe des z : on a ici p = 2 .r. <»', q — . y : donc 

l’équation ( 1 ) devient 

■ xdx ydy = o ; 

d’où, en intégrant, 

Ainsi les courbes de niveau sont les parallèles de la sur-'' 
face, comme on devait s’y attendre. 

439. La ligne de plus grande pente , à partir d’un 
point donné sur mie surface, est celle qui jouit de la pro- 
priété que chacitne de ses tangentes fait avec l'horizon 
un angle plus grand que celui de toute autre tangente à 
la surface , menée par le même point de la courbe. Or, 
comme toutes les tangentes menées par ce point quelcon- 
que sont dans le plan tangent de la surface, celle de ces 
droites qui sera perpendiculaire à la trace horizontale de 
ce plan , formera évidemment le plus grand angle possible 
avec l’horizon •, d’où il résulte que la ligne de plus grande 
pente doit avoir, en chaque point, sa tangente perpendi- 
culaire à la trace horizontale du plan tangent ; et. par 
une conséquence nécessaire , la projection de cette tan- 
gente sur le plan XY, devra aussi former un angle droit 
avec la trace du plan tangent. 
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440 . Cela posé , en appelant x, y, les coordonnées d’un 
point quelconqùe de la projection de la ligne de plus 
grande petite , sa tangente et la trace du plan tangent se- 
ront représentées sur le plan des (x, y) par 


— 2 = p (x' — x) ■+• q (/' — y);' 


et puisque ces deux droites doivent être perpendiculaires , 
on aura la condition 


( 2 ) 


dy_L 

dx p ’ 


ou pdy — qdx —o. 


Cette relation(2), qui caractérise la courbe de plus grande 
pente ; suffît pour la déterminer, en y joignant du moins 
l’équation F (.r, y, z ) «= o de la surface sur laquelle doit 
être située cette courbe ; et lorsqu’au moyen de F = o on 
aura éliminé z de l’équation (2), si cçtte variable y entre , 
on aura l’équation différentielle de la projection de la 
ligne de plus grande pente, et il restera à l’intégrer. 

On aurait pu aussi parvenir à l’équation (2), en expri- 
mant que la ligne de plus grande pente était perpendicu- 
laire à la courbe de niveau représentée par l’équation (1). 

441 . Si nous prenons encore l’exemple des surfaces de 
révolution 

Z — <p (x ! H- y’), 
l’équation (2) deviendra 

Jftty — ydx — o; 

d où, en intégrant et désignant la constante arbitraire 
par 7, ;*•- , 

Y = yx. 
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Cetle équation représentant un plan passant par l’axe O/,, 
il s’ensuit qu’ici les courbes de plus grande pente sont 
toutes des méridiens de la surface- La constante arbi- 
traire y se déterminera en assujettissant la courbe à passer 
par un premier point (a/, y) assigné par la question, ce 

qui donnera y = Cette valeur resterait iudéterminéè , 

si le point donné était sur l’axe de révolution ; mais c’est 
qu alors tous les méridiens partant de ce point sont indif- 
féremment des lignes de plus grande pente. 

4-42. Dans un conoïde droit représenté (n° 307) par 




y t i ( ^ 

on a p = — — <p ',q— -.9 ; de sorte que l’équation ( 2 ) de- 
vient ici 

ydy -t- xdx = o, d’où y’ 1 -t- .r : = y : 

ainsi les lignes de plus grande pente sont toujours projetées 
horizontalement sur des cercles concentriques avec l’axe 
du conoïde. On peut confirmer par la Géométrie ce résul- 
tat remarquable, en observant que les lignes de niveau 
sont ici les génératrices rectilignes de la surface, lesquelles 
se projettent suivant les rayons vecteurs menés de l’ori- 
gine O des coordonnées; et, comme la ligne de plus grande 
, pente doit avoir (n u -440) toutes ses tangentes perpendi- 
culaires à ce», rayons vecteurs, elle ne peut être qu’un 
cercle en projection, âw 

-443. Considérons encore les surfaces du second degré, 
représentées par . - * - 


m- 


I 
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l'équalion (a) se réduira ici à * 

• I • *. 

X . y J . B A 

- rfy — g <£r = o , d ou y = yx : 

par conséquent, les lignes de plus grande pente seront à 
double courbure , et se trouveront projetées horizontale- 
ment sur des courbes paraboliques , si A et B sont de même 
. signe. Cependant, ces lignes deviendront planes si le point 
de départ qui sert à déterminer la constante, est dans un 
des plans principaux ZX ou ZY$ car alors l’équation pré- 
cédente devra être satisfaite par y — o et x=x', ce qui 
donne 7 = 0, et réduit l’équation de la ‘ligne de plus 
grande pente à o, qui représente la section principale 
située dans le plan XZ. 


ri 
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CHAPITRE XYIII. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE (*). 


§ I* r . Notions préliminaires . 

444. On sait qu’un triangle sphérique est la portion 
de surface comprise , sur la sphère , entre trois arcs de 
grands cercles qui se coupent deux à deux , et l’on en- 
tend par grand cercle celui dont le plan passe par le cen- 
tre de la sphère ; de sorte que deux points donnés sur 
cette surlace suffisent toujours pour déterminer un grand 
cercle. Dans le triangle ABC, les côtés sont les arcs BC, Fio. 54. 
CA , AB , que nous désignerons respectivement par 
a, € , y ; • et les angles sont , comme pour des courbes 
quelconques, les angles formés par les tangentes à ces 
arcs de cercle : ainsi l’angle sphérique 'A égale TAS. 

Mais comme ici les tangentes AT et AS sont perpendi- 
culaires au rayon AO, intersection des plans des deux 
grands perdes auxquels appartiennent les arcs AB et AC, 


(*) La Trigonométrie sphérique étant aussi une application do l'Ana- 
lyse à la Géométrie des trois dimensions, laquelle offre deé secoués né* 
cessa très à la Mécanique et à la Géodésie , j'ai pensé qu T il serait utile 
de placer ici les principales formules et leur application à la résolution 
des triangles. Pour obtenir ces formules, j’ai employé la marche a na.- 
lytique suivie par Lagrange dans un Mémoire inséré au sixième cahier .du 
Journal de l'École * Polytechnique. liai conservé la division sexagésimale 
du cercle, attendu que beaucoup (le résultats numériques , exprimés de 
cette manière et employés souvent dans l'Astronomie , 6 ont consacrés naR 
un trop long usage pour qu’il convienne de les changer. 

4* 
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on voit que l’angle Sphérique A n’cst autre clu/se que l’an- 
gle dièdre formé par les deux plans BAÔ et C A( ). D’ai I - 
leurs, si l’on mène le grand cercle DEF perpendiculaire 
au rayon AO, l’angle dièdre en question sera aussi mesuré 
par I)OE ou par l’arc DÉ ; donc on peut dire encore qu’a// 
angle sphérique BAC a pour mesure F arc de grand cer- 
cle DE compris entre ses cités, quand ils ont été pro- 
longés jusqu à devenir égaux à un quadrant ; car on a 

évidemment AD = 9°° ~ 9° * < 

445. Si l’on admettait des côtés plus grands que 180 , 
les trois sommets A, B, C, pourraient appartenir à plu- 
sieurs triangles-, car ils conviendraient aussi au triangle 
formé par les arcs CA, CB et AFHDB. Mais ou exclut 
ces sortes de ligures, parce qu’elles oflriraient des angles 
dièdres qui , comme C dans cet exemple , surpasseraient 
deux angles droits,, et que d’ailleurs la construction de tels 
triangles se ramènera toujours à celle de triangles soiimis 
à la restriction que chaque côté soit moindre quune 
demi-circonférence. C’est pourquoi npus nC nous occu- 
perons" que de ces derniers, 

444). En joignant les sommets A, B, C, avec le centre 
de la sphère , on forme une pyramide triangulaire O ABC , 
dont la base est le triangle sphérique donné , et dans la- 
quelle les faces ou angles plans BOC, COA, AOB, ont 
pour mesure les côtés a, 6, y, du triangle ; tandis que les 
angles dièdres compris entre les faces, sont les angles 
sphériques de , ce triangle. Ainsi, d après les théorèmes 
de Géométrie relatifs aux angles trièdres ou polyèdres, 
•on a droit de conclure que, dans tout triangle sphérique, 
i° un côté est toujours plus petit quê la somme des deux 
autres x° la somme des trbis côtes est toujours moin- 
dre que-SSo 0 , ou qu’une circonférence de grand cercle. , 

447, D’ailleurs on a vu dans la Géométrie descrip- 
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ripe, n° 55, que si par le point O on menait trois plans 
respectivement perpendipulairesaux arêtes OA , OB, OC , 
on Formerai t une nouvelle pyramide , di te suftplémen taire 
de OABC, à cause des relations qui existent entre leurs 
angles plans et leurs angles dièdres. Or, comme cette nou- 
velle pyramide coupera la surface de la sphère suivant un 
triangle dont nous désignerons les angles par A-', B', C', 
et les côtés par a', S' , y , il s’ensuit que l’on aura les re- 
lations 

A' 4- a = i8o°, a' -I- A = 180", ' , 

B' + «= i8o°, 6' B = i8o°, 

' C' 4- 7 = l 8 o°, y' 4- C = i 8 o° ; 

c’est-à-dire que, pour tout triangle sphérique ABC, il 
existe un triangle supplémentaire A' B'C', dont les angles 
sont les suppléments dgs côtés du premier, et dont les cô- 
tés sont pareillement les suppléments des angles du trian- 
gle primitif. ' 

Le triangle A' B'C' se nomme aussi le triqngle polaire 
de ABC, parce que chacun de ses sqmmels se trouve, 
comme on le démontre en Géométrie , à 90" de tous les 
points du côté opposé dansée triangle ABC. • 

448. Il résulte de là que la somme des angles d’un trian- 
gle sphérique n’a point , comme cela ari i\e dans les trian- 
gles rectilignes , une valeur constante ; car il faudrait que 
les côtés du triangle supplémentaire fissent toujours la 
même somme, ce qui est faux évidemment : mais, du 
moins, on petit assigner deux limites entre lesquelleasera 
toujours comprise la somnie des angles de tout triangle 
sphérique. En effet, d’après les formules du numéro pré- 
cédent , on a . 

(A? 4- B 4- C). 4-, (et/ . 4 - 6' 4- 7 ') = fi X 90 0 ; 

2 4 - 
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pl comme on sait (n" iV6) que 

<*' 4- g' 4. y' < 4 x' 90 

on en conclut 

A-t-B -»-C >2X 90". 

D’ailleurs, chaque angle du triangle sphérique étant tou*- 
jours moindre que deux droits, d’après la restriction ad- 
mise n° 445, il s’ensuit que 

A + B4-C<6x 90 0 . 

Ainsi, dans tout triangle sphérique, la somme (les an- 
gles se trouve toujours plus grande que deux angles 
droits j et -moindre que six. 

449. Un tpiangle sphérique peut donc avoir deux de' ses 
angles qui soient obtus, ou bien droits ; tel est ADE : il 
peut même être trirec(angle } puisqu’il suffirait de faire 
tourner le côté AE jusqu’à ce que l’arc I)E fût égal à 90°, 
et il est' évident qu’un triangle trirectangle renferme la 
huitième partie de la surface totale de la sphère. 

450. Comme nous aurons besoin , pour un des cas de 
la résolution des triangles Sphériques, d’employer l’ex- 
pression de la surface d’un tel triangle, nous allons- la rap- 
peler, afin de bien fixer le sens dans lequel on doit enten- 
dre cette mesure. 

F». 54I Le triaUgle ABC fait évidemment partie de lro\sfuseaux 

que l’on obtient en prolongeant les côtés AB , AC , BC , 
jusqu'à ce qu’ils se coupent deux à deux une seconde fois , 
ce .qui arrivera quand ils seront devenus égaux chacun à 
une demi-circonférence. Or, 'comme l’aire d’un fuseau est 
manifestement une fraction de la surface sphérique, ex- 
primée par le rapport de l’angle dièdre du fuseau avec 
quatre angles droits, nous aurons, en désignant par S 
l’aire de la sphère totale, et par D un angle droit, les 
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expressions suivantes pour les aires des trois fuseaux en 
question : • • 

Surf. ABHCA = ABC ■+- BCH = S 


surf. BAGCB 


ABC -+- ÀCG — S . ~- 


surf. CALBC = ABC + ABL = S . A 


A 

4D> 

£ 

4D’ 

£ 

4D' 


Ajoutons maintenant ces équations membre à membre , 
et observons que le triangle ABL, situé dans l’hémisphère 
opposé, peut être remplacé par le triangle CGH, qui lui 
est symétrique et égal en aire , puisque l’un et l’autre ser- 
vent de bases à deux angles solides trièdres opposés par le 
sommet; puis, faisons attention que, parmi les six trian- 
gles que donnent les trois fuseaux -, il y en a quatre qui 
composent la demi-sphère, et nous obtiendrons la nQU- 
vfelle équation 

S /A-t-B+C\ 

2 ABC+-_ s (- r4f) ); A.. 


d’où l’on déduit aisément 


ABC 


A- 


8D 


2l^ 


Ce résultat montre que l’aire du triangle ABC est une 
fraction de la surface S de la sphère , exprimée par, le 
quotient qu’on obtient en divisant l’excès des trois angles 
du triangle- sur deux droits , par huit angles droits.- Ou 
sait que cet excès est toujours positif (n° 448), et qu’il ne 
peut atteindre quatre angles droits ; par conséquent la 
valeur ci-dessus sera, comme on devait le prévoir, tou- 
jours moindre que la moitié de la surface de la sphère. 

4SI. Pour simplifier la formule précédente , On con- 
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■vient ordinairement d’estimer les angles A, B, C, non 
pas en degrés, mais en fonction de l’angle droit, pris 
comme unité -des angles ; alors on aD = i , et A , B, C 
deviennent des nombres abstraits compris ejitre o et a. 
Si , de plus, on adopte aussi pour unité de surface, la 

quantité g S, qui représente le triangle Jrireclangle 

(n° 449), il restera pour l’expression de l’aire du trian- 
gle proposé 

ABC = A + B+C— i=i. 


C’est cette quantité e que l’on nomme l’excès sphérique , 
et qui devient, par lés hypothèses admises, la mesure 
même de la surface du triangle ; mais il faudra se souve- 
nir que e ne sera qu’un nombre abstrait qui indiquera 
combien de triangles Irirectangles, ou de fractions de ces 
triangles, sont contenus dans le triangle ABC. 

Par exemple, si les'angles A, B, G, mesuré» en degrés, 
se trouvant de 65°, ia5°, i4o°, alors on devra, pour les 
estimer en fonction de l’angle droit, poser 




9° 9° 


et l’excès sphérique deviendra* 

, • 

, _ 33o _ 5 - 

* “ 9° 3’ . - ' 

ce qui voudra dire que la surface du triangle proposé <st 
5 . • . 

lés ^ d’un triangle trirectangle; puis, si l'on veut le com- 

•• . ' ■ . '■ 5 

parer avec la sphère , le même triangle sera les de la 

surface totale de ce corps. 
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§ II. Formules générales. 


3 7 5 • 


452. Soit ABC un triangle sphérique tracé sur une 
sphère dont le rayon OA = r, et qui a pour côtés les , ’ IG 55 - 
arcs •; . ■ ' 

BC=a, CA=.6, AB — y ; ■ i 

menons aux deux côtés qui forment un de ses angles, A 
par exemple, les tangentes AT, AS, que nous termine- 
rons par les rayons OB , OÇ , prolongés ; guis , joignons 
les points T et S : nous obtiendrons ainsi deux triangles 
rectilignes TOS , TAS, dans lesquels les angles opposés 
au côté commun TS , sont équivalente (n° 444) au côté a 
et à l'angle A du triangle sphérique. Donc , par un théo- 
rème connu de Trigonométrie rectiligne , nous aurons 

T»’ = ÔT 4 -OS 1 — a.OT.OS.cosa, 


TS — AT -h AS — 2. AT. AS. cos A; 

et ici les cosinus devront toujours être mesurés, noh dans 
la sphère OA, mais bien dans le cercle dont-le rayon 
égale l’unité, puisque autrement ces équations ne seraient 
pas homogènes. Alors, si l’on retranche ces équations 
membre à membre, et que l’on ait égard aux triangles 
Tectaûgles OAT , O AS , qui donnent évidemment lés rela- 
tions suivantes , '• v 


OT 1 — AT 1 = r', OS 


AS = r* 


OT = AT = r tang y, OS=-^-£, AS — r tang 6, 

cos 7 • cos 6 ° ’ 


il viendra 


2 r 1 cos a 


o = ir‘ — 


cos 6 cos 7 


a r 1 tang S tang 7 cos A; 
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puis, si Ton supprime le facteur Commun ••ir’, et qu’on 
résolve par rapport à cos a, on obtiendra 

(1) t cos a = cos 6 cos 7 -t- sin ë SÜ17 cos A , 

formule où le rayon r de la sphère en question est dis- 
paru , èt qui ne renferme que des lignes trigonométriques 
comptées toutes dans le cercle qui a pour rayon l’unité. 
Mais cette formule repose .sur une construction qui sem- 
ble exiger que les deux côtés ë et . y soient jnoindres que 
190°; c’est pourquoi il importe de montrer qu’elle- est 
vraie dans tous les 'cas. 

453 . D’abord , si le côté y est seul plus grand qu’un 
quadrans, comme dans le triangle ACB", le rayon OB" 
rencontrera , non plus la tangente AT , mais son prolon- 
gement AT', et donnera lieu à un triangle ACB 1 , pour le- 
quel la construction primitive sera possible. On aura 
donc dans ce dernier triangle, 

cos a' = cos 6 cos 7 ' -+- sin ë sia 7 ' cos A' ; 

mais il existe évidemment entre les triangles ACB' et 
ACB" les relations 

a' = 180 0 — a, 7 ' =s 180 0 — 7 , A' = 180 0 — A : 

et en substituant dans l’équation précédente, on retrouve 
la formule (1), qui demeure ainsi vraie pour le triangle 
ACB". • 

Si lés deux côtés S et 7 se fussent trouvés ensemble 
plus grands que 90°, on aurait de môme prolongé les deux 
rayons OB, OC, en sens contraires, ainsi que les deux 
arcsÀB, AC, et l’on aurait obtenu un triangle dans le- 
quel on aurait eu 

A' = A , a' = a, 6' — 180 0 — 6, 7' — i8o h — 7 , 

ce qui ramènerait encore à la formule (1). 
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454. Sôient maintenant S — 90° et y == 90", comme 
dansie triangle ADB". Ici la formule (i)«e réduirait à 

. \ cos oc = cos A 

résultat évident , puisque l’arc a = DB" est bien (n° 444) 
la mesure de l’angle A. '4*- ■ “■ 

455. Enfin, supposons, comme dans le triangle ACB", 
qu’un seul côté y soit de 90°. Le théorème en question 
sera démontré, d’après le numéro précédent, pour l’an- 
gle droit D du triangle CDB* (à moins que l’on n’aït 
DB" = 90°), et l’équation (1) appliquée 'à ce triangle, 
donnera 

cos CB" = cos CD cos DB", 

ou bien 

„ . ■ . . • 

, cos a = sin 6 côs A. 

, • ’ * • ’ • • " 1 

Or, c’est bien là ce à quoi se réduirait la fomiule (1)., én- 
y introduisant l’hypothèse y — go° ; donc cette formule 
est encore vraie pour le triangle ACB*. 

Quant au cas tout particulier où l’on aurait à la fois 
y = 90° et DB* = 90°, la construction générale que 
nous appliquions ci-dessus au triangle CDB*, ne pourrait 
plus s’effectuer ; mais on voit immédiatement, qu’alors le 
point B* se trouverait le pôle de l’arc ACD, et. par consé- 
quent B* C = a serait de 90°, aussi bien que l’angle A, 
qu4a pour mesure DB* ; de-sorte que l’équation (1) serait 
encore vraie pour un tel triangle ACB*, puisqu’elle de- 
viendrait 0 = 0, d’après les hypothèses admises 


90° 


7 =±: 90" , A = 90°. 


456. Nous conclurons de là que le théorème exprimé 
par l’équation (1) , est vrai dans tous les triangles sphéri- 
ques, quels qu’ils soient et en l’appliquant tour, à tour 
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aux trois côtés a, o , 7 du triangle ABC , nous aurons 


(*) 


^ cos a = cos S coè y 
cos 6 = cos a cos 7 


I 


sin 6 sîn 7 cos A , 
sm a sin 7 cos B , 


f CÔS7 = cos a cos 6 jin a sin 6 cos C, 


formules dont chacune exprime une relation- entre trois 
côtés" et un angle, et qui, par leur ensemble, doivent 
comprendre implicitement toute la Trigonométrie sphé- 
rique, puisqu’elles suffiront toujours pour calculer trois 
des six quantités A , B , C , a, §, y, quand les trois autres 
seront connues. Riais comme il est utile d’avoir, pour 
chaque cas , des formules dont chacune ne renferme 
qu’une inconnue, nous allons les déduire des équations 
précédentes par diverses combinaisons. 

457 . Cherchons une relation entre Jeux côtés et les 
deux angles opposés , par exemple, fcntre a, 6, A et B 
La marche directe serait d’éliminer cos y et sin y entre 
les deux premières équations du groupe (1), au moyen 
de la relation sin ’y + cos*7 = 1; mais comme les cal- 
culs seraient fort longs , nous emploierons le moyen sui- 
vant. Delà première des équations (1) tirons la valeur 
tle cos A , pour la substituer dans la relation 


sia A — V > — cos 5 A j, • 

il viendra , en réduisant au même dénominateur, 

, J sin 1 6 sin 1 7 — (cos a — cos 6x037)’ 

sm A — ■ ■ . . — 

sm 6 sin 7 


mais en substituant sous le radical les expressions des 
sinus en cosinus , on trouve 

, , « 

V 1 ' — cos’o — cos 5 6 — cos 5 7 -f- 2 cos' a cos€ COS7 

sin A = 

■ • sin <5 sin 7 
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Or, le second membre de celte dernière équation , après 
avoir été divisé par sin a, deviendra évidemment une 
fonction symétrique de a. , 6 , y, c’est-à-dire une fonction 
qui reste la même quand on permute ces lettres entre 

elles; d’où l’on conclut que le rapport a une valeur 

constante et invariable pour chacun des angles du trian- 
gle ABC, comparé avec le côté opposé; et qu ainsi ou a 
les trois équations 

sin A sin B sin C 

sin a sin ê sin 7 ’ 


( 2 ) 


ce qui signifie que dans un triangle sphérique, les sinus 
îles angles sont proportionnels aux sinus des cotés 
opposés. 

458. Cherchons maintenant une relation entre deux 
côtés et deux angles dont un soit compris entre los côtés 
donnés, par exemple , entre a, S, A et C. Substituons 
dans la première des équations (s) , la valeur de cos y 
fournie par la troisième , et la valeur 


sin C 

sin 7 = sin a — - , 

' sin A 


'\r t!,V .. .'<i 


que donne une des formules ( 2 ) : il viendra 

sin C 

cos a = cos'ê cos a -+- sin a sin 6 cos € cos C 4- sin 6 sin a ^ A cosA; 

ou bien , en transposant le premier terme du second 
membre dansJe premier, 

% 

fosa sin ’ê — sin x sin 6 rosfi cosC -I- sin a sin 6 cot A sin C. 

• ’ ... ■ ■ e 

Maintenant, si l’on divise tçus les termes par sin a sino. 

on obtiendra la première des formules suivantes , et les 
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autres s’en déduiront par de simples permutations de 
lettres (<): 

cot a sm 6 = cot A sin C -f- cos 6 cos C, 

cota sin 7 = cot A sin B -f- COS7 cos B; 

■ s 

cot 6 sin a = cot B sin C -f- cos a cos C, 
cot 6 sin 7 = cot B sin A -4- cos 7 cos A ; 

cot 7 sin a = cot C sin B cos a cos B , 
cot 7 sin 6 = cot C sin A -I- cos S cos A. 

. 469 . Pour obtenir une relation entre trois angles et 
un côté, le moyen le plus simple est d’appliquer au 
triangle supplémentaire le théorème fondamental ex- 
primé par l’équation (t) , ce qui donne 

cos a' = cos 6' cos 7 '4- sin S ' sin 7 ' cos A', 

puis de substituer ici les relations connues 

a'=i8o° — A, 6'=i8o“ — B, 7'=i8o°— C, A'=i8o" — a; 

alors on obtient pour le, côté a, et semblablement pour 
chacun des autres , les formules 

cos A = — cos B cos C -f- sin B sin C cos a , 
cos B = — cos A cos C 4- sin A sin C cos 6 , 
cos C = — cos A cos B 4- sin A sin B cos 7. 


(*) Le» formule» (3), que l’on écrit de'plnaieurs manières, ordinaire- 
ment fort inoommodes à retenir, se retrouveront aisément si on les dis- 
pose comme ici, ci qu’on observe, i° que chaque membre Commence 
par une. eotangonte multipliée- par un sinus; a° que dan» le premier 
membrq ces lignes portent sur deux côtés choisi» à volonté, et dansée 
seo n«! membre sur deux anglés, dont le premier seul est opposé au pre- 
mier côté déjà employé ; 3° que le dernier terme est formé par le» deux 
cosinus deç mêmes arcs, dont les sinus entrent déjà dans l’équation. 
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460. Les quatre groupes de formules obtenues jusqu’ici 
offrent évidemment toutes les combinaisons que l’on peut 
faire de trois données avec une seule inconnue, parmi les 
six quantités A, 15, C, a, 6, 7; de sorte qu'il suffira de 
choisir parmi ces quinze équations, celle (pii conviendra 
au cas proposé , et’ de la rendre ensuite propre au calcul 
logarithmique, ainsi que nous le montrerons en détail 
dans le paragraphe IV. Ici nous nous bornerons à re- 
marquer qu’on doit comprendre dans la résolution des 
triangles sphériques, obliquangles ou rectangles, le cas * 
où l’on donne les trois angles A , B, C ; car ces données j 
déterminent les cotés a', ë', ’y', v du triangle supplémen- 
taire : elles permettent donc de calculer les angles A', 

B', C', et pat; suite leurs suppléments, qui sont les 
côtés «, ë, y du triangle primitif, lequel se trouve ainsi 
complètement déterminé par la connaissance de scs trois 
angles. C’est d’ailleurs ce que prouvent directement les 
formules (4)- 

§ JH. Résolution des triangles rectangles .. 

* . ' • , # 

461. Lorsque dans le triangle ABC l’angle A est droit, Fir - d’- 
c’est-à-dire quand le plan du grand cercle CA est per- 
pendiculaire au plan du côté BA , le triangle est dit rec- 
tangle, et le côté CB=a s’appelle toujours Y hypo- 
ténuse. On ne doit pas oublier que les deux autres angles 
pourraient être aussi (n° 4-49) droits ou obtus; mais un 
triangle trirectangle aurait évidemment tous ses côtés 
de 90°, et un triangle birectangle oit A et B seraient 
droits , aurait pour côtés opposés a — 90°, ë = 90°, tandis 
(pie le troisièmd côté 7 serait (ri° 444) la mesure même 
de l’angle C. Ainsi , ces deux genres particuliers de trian- 
gles ne donnant pas lieu à de véritables problèmes, nous 


t 
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ne devons considérer que les triangles où un seul angle A 
est droit, avec deux autres angles obliques qui peuvent 
être aigus ou obtus. 

462. Pour obtenir les formules nécessaires à la réso- 
lution des triangles rectangles, il suffit de poser A =90° 
dans les quatre groupes de relations générales que nous 
avons trouvées pour les triangles quelconques. Cette hy- 
pothèse , introduite dans la première des équations (1), 
donne 

(5)’ COS a =c cos C cos y; , 

c’est-à-dire que le cosinus de l'hypoténuse est égal ‘au 
produit des cosinus des deux autres côtés. Cette relation 
est analogue avec celle-ci : a* = 6 * -f -y*, qui aurait lieu 
si le triangle sphérique devenait rectiligne, en conser- 
vànt des côtés de même longueur absolue ; et la première 
se ramènerait à la seconde, en développant les cosinus en 
séries, puis en supposant que le rayon de la sphère de- 
vienne infini. ( Voyez n° 492.) 

463. Les équations (2) donnent, par l’hypothèse 
À = 90°, les deux formules suivantes , 



sin B = 


sin 6 

£ 

sin a. 


sin C 


sin 7 
sin a ’ 


<^ui montrent que le sinus d'un angle oblique est égal au 
sinus du côté opposé , divisé par le sinus de l'hypoté- 
nuse : principe analogue à celui des triangles rectilignes, 

où l’on aurait . . 

» . 6 
sin B - . 


a 


464. Dans les équations (3), les deux premières don- 
nent, pour A = 90°, 

f ‘ 

rot a sin 6 = cos 6 cos C , cot a sin 7 = cos 7 cos B , 
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«l’où l’on conclut ~ ' 

„ tang 7 tang 6 

( *3 j cos B = , cos C = ; — ; 

' tang a tang a 

formules qui prouvent que le cosinus d’un angle oblique 
est égal à la tangente du côté adjacent, divisée par la. 
tangente de . V hypoténuse , et qui sont analogues à la re- 
lation cos B =-•, que fournirait un triangle rectiligne... 
“ 

465. La quatrième et la sixième des équations (3) de- 
viennent , par l’hypothèse A = 90°, 

• cot 6 sin 7 = cot B , cot 7 sin 8 = çot C , ■ * 

* * • 

d’où l’ou déduit les relations 


( 8 ) 


tang 8 _ tang 7 

tang B = -t-2- , tang C = - 7 — j- i 
sm 7 sin 6 


c'est-à-dire que la tangente d’un angle oblique est égale 
à la tangente du côté opposé , divisée par le sinus du 
côté adjacent : principe analogue à celui des triangles 

rectilignes, où l’on aurait tang B = ^ (*). 

466. Quant aux équations (4), l’hypothèse A = 90° 
donne, dans la première, 

. k • ^ .•.**•* s" , • • *• 

= cos B cos C -H sin B sin C cos a , 
d’où l’on déduit cette formule 


(9) 


cos a = cot B cot C ; 


(*) Les trois formules (6), (7), (8), écrites comme nous l'avons fait, 
seront-donc faciles à retenir, puisque les combinaisons d’angles et de 
eûtes' sont les mêmes que dans les triangles rectilignes ; seulement, il . 

faudra se rappeler que le sinus d’un angle s’exprime par deux sin ut, le 
cosinus par deux tnng.-nl-s.es la tangente par une tangente et un sinus. 
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c’est-à-dire que le cosinus île f hypoténuse égale le pro- 
duit dçs cotangentes des deux angles obliques. 

467 . Enfin , les deux dernières des équations ( 4 ) don- 
nent, par l'hypothèse A = 90°, 


Vio) 


cos 6 = 


cos B 
sinC’ 


cos 7 = 


cosC 
sin B’ 


ce qui prouve que le cosinus d'un côté de l'angle droit 
est égal au cosinus de l'angle opposé, divisé par le sinus 
de l'angle adjacent. 

468 . Voilà donc six principes qui fournissent dix équa- 
tions où se trôuvent toutes les combinaisons que l’on peut 
faire de deux données avec une seule inconnue, parmi les 
cinq quantités B,’C, a, 6, y; et il suffira d’en faire un 
choix convenable, d’après les données de chaque pro- 
blème, ainsi que nous allons l’indiquer. Mais auparavant, 
tirons de ce qui précède deux conséquences applicables à 
tous les triangles rectangles. 

i°. On voit, d’après la formule ( 5 ), qüe les trois côtés 
*a , 6 , y devront être • tous moindres que 90° : _ ou bien 
deux seront à la fois plus grands que 90°, et le troisième 
moindre. Ainsi le. nombre des côtés plus grands qu’un 
■ quadrans, est toujours pair. 1 , 

2 0 . La formule (8) montre qu’m* angle oblique est 
•toujours de meme espèce que le côté opposé ; c’est-à-dire 
qu’ils soiit tous deux à la fois moindres que 90°, ou à 
la fois plus grands. • 

a ' 

Fie, 5fi. 469. Premier cas. On donne l’hypoténuse a. et un 
côté o de l'angle droit ; les trois inconnues y, B et C se 

trouveront par les formules ( 5 ) , (6) , (7). 

' • 

Deuxième cas.' On donne les deux côtés o et y de 

: • • 
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l’angle droit; lés inconnues sont ici « , B et Ç , qui s'obr 
tiendront par les formules (5). et (8). 

Troisième cas. -On donne Vhÿpètênuse x et un angle 
oblique B; pour trouver les inconnues S, y et C, on em- 
ploiera les formules (6), (.7) et (9). 

; •* 1 ‘ * . 

Quatrième cas. On t donne Un côté S et l'angle op- 
posé B ; les inconnues x , y et C s’obtiendront par les for- 
mules (6), (8) et (10). 

Cinquième cas. On donne un côté & avec l'angle ad- 
jacent C : les inconnues a, y et B se calculeront au moyen 
des formules (7) , (8) Cf(io). *. 

Sixième cas. On donne les deux angles obliques B 
et C ; pour trouver les inconnues a, S , y, on emploiera 
les formules (9) et (10). 

470. Observons ici, i9 que toutes les formules citées 
sont telles que les logarithmes s’y appliquent immédia- 
tement; seulement, il faudra auparavant avoir soin de 

. les rendre homogènes en y introduisant pour facteur une 
puissance convenable du rayon R des tables. 

2 0 . Que lorsqu’un élément inconnu sera fourni par son 
sinus, lequel peut appartenir également à un angle aigu 
et à son supplément, il ÿ aura ambiguité sur la granr-' 
deur de cet élément ; mais .cette ambiguité cessera si -, par- 
mi les données, se trouve le côté ou l’angle opposé à cèt 
élément; car ou a vu (n° 468) que ces deux grandeurs 
devaient toujours être de même espèce. 

471. D’après ces remarques, on verra aisément que, 
parmi les six cas que présenté la résolution des triangles • 
rectangles , il n'y a que le quatriè(ne qui soit vraiment 
douteux , c’est-à-dire qui admette doux solutions. En efl’el, 
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,• li;s incounues a . , y et C sqj’h données par les-équ^tions* 

» - . . • sin^ / *' tang‘6 . cos B 

sma = mu 7 = --- - , si n C — ■ — - : 

sirt B . • taog B * cos'6 

aiusi, il faudra commencer par prendre € et y tous deux 
inqindres que 90°, ou tous detix plus gCaiids-, et ensuite 
■déterminer l'espèce de « par la relation cos « = cos o cos y. 
On peut d’ailleurs reconnaître .à priori l’existence de 
deux solutions dans,cc cas , puisque,, si l’on prolonge les 
Fie. 56 . deux côtes BC ctBA jusqu’à ce qu’ils se coupent de nou- 
veau eq IV, on aura un second triangle rectangle CAB', 
où le' côté 0 et l’angle B' — B sont évidemment les mêmes 
que dans le triangle primitif CP A t d’ailleurs , les autres 
parties G', a, y', de ce nouveau triangle, sont bien les 
• .. suppléments de C , a , y. . 

,* • r ■ %• , • * 4 * ■ • 

§ IV. Résolution des triangles ob/it/uàngles. * 

ATS. Ces triangles, où l’on devra toujours connaître 
trois des six' éléments À, B, C, a, 8 , y, 'présentent six 
problèmes distincts, qui se .résolvent par les quatre prin- 
cipes généraux qu’expriment les formules (t), (2), ( 3 ) et 
(4) ; mais coipme ces formules exigent quelques modifica- 
tions pour se prêter au calcul logarithmique , nous allons 
parcourir les diverses partie^ de cette question. 


PREMIER CAS. 


473 . On donne les trois cqtès.a, 6,'y. Pour trouver l’iin 
des angles , A par exemple , H -suffira d’employer la for- 
mule (»), .qui donné 

.' cosà — cos 6 cos 7 

. • Cns-A^r- ' , •. . 

. sip o sin 7 

équation dont le second mémbreest tout connu, mais qui 
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ne se prèle pas commodément au calcul -lôgarhVùmqtiç. 
C’est pourquoi nous allons substituer cette valeur dans la 
relation générale , . ■ ' . 


sin ■$> A = y/ 


i — co s A 


2 


et il viendra, en réduisant au même dénominatèur, 


/cos Y 6 — 7 ) — COS a 

• • -sin j A == i/ V ■ ■ ■ , . 

- 1 \ asm 6 sin y 

puis, par la formule connue 

' ' : cos (fl — b) — cos (a.-t- b) = 2 sin fl sin b , 

on obtiendra enfin 


sin X A = v/!î< i g ■ 

• V sin 6 sin y 

formule que l’on rendra homogène en multipliant le se- 
cond membre par le rayon R des lablesj et à laquelle les. 
logarithmes s’appliqueront aisément; D’ailleurs, elle n’of- 
frira, point de double Valeur pour l’angle A , quoiqu’il* 
soit donné par un sinus, parce ^tio l’arc 7 A ne saurait • 
surpasser 90°. Quant aux deux autres angles, ils s’obtien- 
drontpar des formules toutes semblables à celle-ci , et qui., 
s’en déduiront par des permutations de lettres; 

474 . Si Ton avait substitué la valeur de cos A dans la 

. • ■ V 

relation ;* . ' • • 


CUS ■ 


on serait arcivç, par des calculs analogues, à la formule 

• ♦ / . . . * * . • - . 

' In 1(6 -4-31- 




■ x ) sîu ÿ (6 -f* 7 H- a] . 
sin6siny •' - , - 
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qui , par sa combinai soti avec la première , fournit encore 
-cette relation v . V. 


tanc- A — v / sin T(« + e- 7 )sinI 
Vsini(e+ 7 -a)«nii 


(«+ 7 — 6 ) 


(« - 4-6 + 7 )' 


Ces expressions de cos \ A et tang -j A pourraient être 
employées au même usage que celle de sin { A; et nous 
allons indiquer ici une application très-utile de ces for- 
mules. 

475. Réduire un angle à V horizon. Un observateur 
placé au point O , a mesuré l'angle POQ qué font les deux 
rayons visuels dirigés vers des points fixes P et Q , et il a 
mesuré aussi" les angles 4 POO' et QOO' formés par Ces 
rayons, avec la verticale ; on demande l’angle P'O Q', qui 
est la projection-du premier sur. un plan .horizontal. Si 
l’on conçoit une sphère décri te du point O, comme centre, 
ayec un rayon quelconque, elle sera coupée par les trois 
faces 4e l’angle trièdreO, suivant un- triangle sphérique 
ABC, dont les -côtés a, S, y seront les angles observés; 
‘ tandis que l’angle demande P'O'Q' ne sera autre chose 
‘que l’angle dièdre des deux plans POO' et QOO', c’est-à- 
dire l’angle A du triangle sphérique : on calculera donc 
cette inconnue A par une des formulés établies ci- 
dessus. ' * “ • 


DEUXIEME cas: 


476. On donne deux cotés a. et 6, avec T angle A op- 
posé à l'un d’eux . ’ * 

j°. L’angle B s’obtiendra par le théorème ( 2 ), qui 
donne ‘ -, ‘ . • . • . 
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a"* Polir lie côté y, on emploiera la j'ôrmule(i), 

R. „ * 

cos « — cos 6 cos 7 sin 6 sin 7 cos A 

.• = cos 6 (cos 7 + sin7 tangë cas À); 

A * * ’ ‘ 

et pour la rendre calculable par logarithmes , oit aui-a re- 
cours à un angle auxiliaire^, en posant (*) 

(m) . tang 6 cos'A = tangy, 

ce qui donnera 


cos a — cos6 ( COS7 + sin 7 - 

■ V cos?/ 




ou bien 

W ' 


COS a : 


cos€ cos (7 — <p) 
cos 7 


Ainsi, après qu’on aura calculé, l’angle auxiliaire if par 
l’équation (m), bp trouvera, au moyen de («), l'arc y — <f, 
et par suite le côté y tout entier. 

3°. Pour l’angle C, on pourrait, après avoir tronvé y, 

■ • , ' 1 • .* . ■ - 4 — ■ ! . 

' T. * ^ ” “ , . , , 

* (*) Rour saisir l'esjïrit de cos transformations fréquentes, et no pas en 

faire un, mécanisme aveugle et fatigant pour la mémoire, il faut remar* 
querque, dans tous les cas semblables ? il s'agit de changer en produit 
un bindipe de la formç ; » . *' 

\ lîtsiijw -+-Pftfosw. * . > 

Or, si l’on met en facteur commun. Tune des quantités; M ou N, .comme 

’ ‘ * \n\* • - 

M ( sin ta -h cos w ^ I , . . « . . . 

* * N 

et que Ton égale le coefficient jj.à une tangente ou.. à uiie cotapgeote^ . ; 

lignes qui sont susceptibles de recevoir toutes les valeurs possibles, on 

aura . • • t - ■ 

/ . sin o\ M sinfw'-H «)'• \ 

* » M ( sin U •+- cos 6) — .) == • ’ * 

y co s 9/ 


COS9 


ou bien 


M 


( * cos o\ M cos (<w— 9) 

'iUM -HCO* w = 55^ • 
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employer. le théorème, (2): mais si l’on veut obtenir (5 
dirêctément , on prendra, dans le groupe (37, la-.for- 
nufle ■ •. 

‘rot a sin fi = cot A sin C -+- cos 8 cos 0 


: cos fi ( cos C -f- sin C — ~ ) , 
\ cos fi / 


puis on posera ■ 

.(p) ■ 


cot- A 
COS fi 


: tàngf. 


ce qui permettra de calculer aisément l’angle auxi- 
liaire'^' et en substituant. dans l’équation précédente, il 
viendra 

cos fC — t}) 


W : 


cot ot tang fi 1 


cos-} 


équation d’où l’on déduira aisément l’angle C — •-}, et pat- 
suite l’angle C. ' „ • . • ; » 

Ftc. 58. -477. Il est bon de remarquer que l’introduction des 

auxùiaires f et revient à partager le triangle A15C en 
deux triangles rectangles, par une perpendiculaire CD>= h. 
Eu effet, si l’on, appelle ? le segment DA, et l’angle ÀCD, 
le triangle rcdlangle ACD donnera , par les formules (7) 
- . et(5), : ■ . 

tang f 


COS A : 


tang fi’ . 


cos fi — cos fi cos y ; 


puis, le triangle rectangle ÇJ)13 donnera, par la for- 
mule (5), \ .•'• ' . ' 

- • posa — cosècos(7'— ?); 

et si l’qn' substitue ici la valeur de cos //, on aura ces deqx 

formules • ' " -, 

"‘s . • ’tangtp cosficosf-y — ®) 

cos A = - — — oosa= — — , 


tang 6 


cos y 
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lesquelles s'accordent évidemment a\ec les équations (/«) 
et (n) du numéro précédent, . , 

De mêmç , pour trouver C, on déduira du triangle rec- 
tangle AGD, par les formules (9) et (7}, . . 


cos 6 = cotÂ cot i{( , ços i|< 


tang /i 


tang ê 


puis, le triangle rectangle BGD fournira, d’après la fpr- 
mule (7) , l'équation , ■ % » 

' • ' ' côs'(C-*) = ^î". 

v 11 tang a ' . • r - 

*’ , * • • 

d’où l : on conclura, en éliminant h J ». 

tang 6 cos i 


cos 6 == cot A cot, | , cos(C — $) ,— 


tang a . 


résultats qui rentrent aussi dans Içs formules (p) et (y). 
Ce cas admettra souvent deux solutions. {V oyez n° 486 . ) 

t - • . . , * , ’ . . 

' * , TROISIÈME CAS.- » • 

478 . On donne deux côtés a et ë.‘, av&c V angle com- 
pris C.: ' ' 

• x°." Le côté y s’obtiendra par le théorème (i) , qui 
donne • ; 

. . . r .' 

cos y = cos oc cos 6 4- siri a sin 6 cas C 

- == cos a (cos 6 4- sin 6 tanga cos C); ' 

de sorte que si l’on pose ■ •* ’ 

. langui ços C = tang y, . 

l’arc auxiliaire (p se calculera aisément par logarithmes, 

et il viendra * 

• • ' cbs a cos (6 — <p) ■ 

cos y — - — , v 

cos T . • . r : •. 


Digitized by Google 



Jya chapitre xvnt. 

formule qUi donnera Aussi l’inconnue Cos 7 par le moyen 
■ des logarithmes.-' 

2 ". Quant' à l’angle À-, on peut le déduire du théo- 
rème ( 2 }, lorsqu’une fois y est connu; mais pour l’obte- 
nir directement, ori partira de la première des formules (3), 

qui donne > • • 

oot a sin 8 — cos 6 cos C 


cotA = 


sin C 


_ / cota, . „ A' 

cot C I sin € — cos 6 V ; 

\cosC , ■/ 


puis ou posera 


. cot a. 


. t 


cos C 


= co^<p, 


équation où l’arc tp est évidemment le mômeque dans i°, 
et tjUi conduit à 

cot C 'sin o) . ta ne C sin ® 

' sin ^ > sin (6 — y) 

3°. Pour trouver l’augle B, ou traiterait semblable- 
ment la fonnulc suivante, déduite du théorème (3), 

' rotfi sin x — cos a cos C 
cot U = -■ 7—1 — — — ■ : 

sin (. 

D’ailleurs, il est bon de savoir que les angles A et B s’ob- 
tiendraient aussi par les analogies rie Néper r que nous 
donnerons plus loin;. (Voyez n° 487.) . 

479. Remarquons encore que l’introduction de l’auxi- 
5g. liaire <p revient à partager le triangle ABC en deux autres, 
par un arc BD = A, perpendiculaire sur AC. En effet, 
si l’on pose le segment CD = y, ori aura dans le triangle 
rectangle BCI) , . 

_ .tanc o 

cos C = — 2 — , cos a = cos ® cos h, 
tanga T ; 

0 ' * f ** ' 

relations dont la première servira à calculer ; puis le 
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triaugle rectangle DBA donnera ' . 

, . . " cos a . 

• cos 7 •== ■ cos h cos (6 — <p) — cès (6 — <p), • . . 

résultats qni s’accordent avec les formules employées ci- 

dessus pour trouver y. ' • \ \ 

Ensuite, les mêmes triangles rectangles donnept aussi 

„ tàngA * . ' ■ tang'A' 

° sm f ° . ■ sm(6 — <?) 

d’où l’-on concfut , comme au n° ' 478 , a 0 , * . . 

* • tang C tin »• 

• ■ Tang A =» v ; 

Sltt (ë — 

Pour obtenir l’ahgle B , il faudrait abaisser la perpen- 
diculaire du sommet 4- 

•. QUATRIÈME C£S. • i 

480 . On donne, deux angles A, et B , avec le côté 
compris y. . . • • * 

i°. Pour trouver l’angle C ,' on emploiera le théorème 
(4), qui donne - ‘ ’ - ... 

cos G' = — cos A cos B -4- sin A sin B cos y 
. ; =cdsA( — cos B -I- sin B tang A cos 7) j 

et , pâr le secours d’un angle auxiliaire <p , on aura 

, • , . _ cosAsinfB — A). » 

tang A cos 7 = coti!/, cos C = ' — i . 

. * , ' ' . 'stn* 

2 0 . Le côté * s’obtiendra par une dès formulés ( 3 ) i qui 
donne * . • ,* ’ * • 

cot a sin 7 = co t A sin B -H cos 7 cos B . 

/ ' . . „ cot A\ 

— cos 7 I cos B -h sin B - — - I ; 

\ - <*» 7 / 


cds 7l 

et, par le seçours'du même angle <p que ci-dessus, on 


cot A * . . cot 7 cos (B — J<) 

1 = tang ii , . cot a = ! > ■■. ■ -V JL' . 

cos 7 cos ip 
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3°. Le côté o se (féduirait semblablement de la formule 

* % . ' • . 

cot 6 sin y =; cot b sin A + cos y cos A. 
Observons d'ailleurs que les deux côtésa , 6, pourraient 
aussi se calculer par les 1 analogies . de Nèper. (Voyez 
h- t88.) ; . . . 

481. On arrive atjx mômes valeurs, en abaissant l’arc 
BD = h perpendiculaire sur AC , .et en désignant par <|< 

l'angle DBA ; car le triangle rectangle ABD donne 

. , 1 . * * 


... , . cos A 

cos 7 = cot } cot A , coS’/t = . ■; 

. ' • • sin} 

et, pa;- l’autre triangle rectangle BCD , on obtient 

. cos C .. -, _ cos À sin (B — 1 ) - 

cos fl — — d OU COS - . 

sin ( B — ÿ) sin ^ 

Quant à* 3 , les memes triangles rectangles donnent 

V » • • 

* - cos (B — .}) 

d’où Ton conclut' 


. tang h 
tang a 


tang h 

cos} = - --- i 

• • ' l »ng 7 


-, . - - tang 7 cos } 

tanga = — ^rk— 

. . .. cos (B — }) 

• • * . . ; * , 

Pour- obtenir il faudrait abaisser la perpendiculaire 

du sommet A. ' ■ s • , . • , , 

• . CINQUIÈME CAS. 

482. On dontie /leux anglés .A et B, ai>ty le, côté a 
opposé à l'un d'eux. . - 

i°. Le côté' c s’obtiendra par Ip tltéorème (2‘), qui 

dontie’ . . _ ; ' ... 

• ’’ " . sin 6 sin g 

sin B.-, sin A' 

2 “.' Pour trouver l'angle C , Ou emploiera it' théorème 
(4)» .qui fournit l’équation '• . > ' ' 

cos A — ' — , cos B cos C 4 - sin B sin C cas a 

;=s eos B {. — cos C -+- sin (I tang B cos a), 


Digitized by Google 



3 ‘) 5 , ' 

et , par le- moyen d’un angle auxiliaire, il viendra 

« m . . '• cos R sin (C jl) 

tanc B cos & = cof y , cos A, - — - »■« . . 

«»*■ - • ■*. . • 

3°. Le côté y se déduira d’une des formules (3), saHùr, 
cota sin 7 = cot A sin B +■ cos 7. cos B; ; •- 

d’où résulte * .• • • •* - 

.. .. • . ' . » « 

cota 


cos B 


sin ,7 — cos 7 = cot A . tang B ; 


et alors, pai-un arc auxiliaire. 9, il viendra 


cot a 
cos B 


= cot ip, jàn(7 — ?) == cot A tang B sin.7..' 

483. Cela revient encore à abaisser.l’arc CD — h per- f't- 

pendiculaire sur Alî, et à poser l’angle RCD = <|< , et le 

segment BD = 9; car le triangle rectahgle -BCD donnera 

_ , , cos B 

cos a — cot B CQt 7 , cos h — ~r ? — - : 

- sur ^ 

mais le triangle ACD fournit aussi la relation 

cos A . . 


cos h 


d’où l’on conclura 


sin (C — » ty) 


’ sin (C—r 9) ’ *' 

_ cos A siinj/ 
cos B 


cos B = ÏIÜJ , 'tang B = tang A = J?**-*; 

T ~ 0 «•«- - sin (7—* -y) 

t . 


Quant au coté y, on a, dnas les mêmes triangles rec- 
tangles , > * . * , ■ » 

tang h 

utuc v — — r* 

tang a ° sm 7 

d'où l’on conclut, èa éliminant h , . • 

'S' ' • 

• tang B sin ® . 

-, * w V tangA. ^ 

résultats qui s’accordent tous avec ceux du n° 482', niais 
qui offriront souvent deux soflitiont. (V iyez n° 486.), 
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-• sixième cas. 

484. Ori donne les trots angles A, H cl C. Pour ob- 
tenirun des côtés, a par exemple, on emploiera le théo- 
rème (4), qui donne 

cos A/= — cos'B cos G H-, sin B sin C cos a, 

équation où cos a est la seule inconnue , mais qui ne se 
prête, pas au calcul logarithmique. C’est pourquoi nous 
agirons comme dans le prerhier cas, et nous substituerons 
ta Valeur de cos « , tirée de l'équation precedente, dans la 
relation connue 


sin | a = \J'~ 


— -, cdfc 


alors il viendra , en réduisant au même dénominateur sous 
le radical, , 


sin ^ — 


cos (B -+- C) — cos A 


2 sin B sin C 
ou bien .... 

sin i a = \ / — ,0S ~* (B -f- C -+- A) cos ~ (B + C— A) 

Cette valeur , que l’on aurait pu déduire de celle de 
cos { A, trouvée n° 474, en appliquant cette dernière au 
triangle supplémentaire, sera toujours réelle'. En effet, 
comme la somme des trois angles A , B, C est toujours com- 
prise (n° 448) entre deux et Six angles droits, il s’ensuit 
• qq’on aura à la fois les deux condition» 

j t(A + B + C) >9°° « <3X90»; 
ainsi, le premier cosinus qui entre s<Jys le radical précé- 
dent sera négatif, et ,’ à cause du signe qui le précède , Ce 
facteur deviendra positif. Ensuite , le second cbsinus sera 
toujours positif ; car, dans le triangle supplémentaire, 
chaque côté étant (n" 446) plus petit que la somme des 
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deux autres, on aura 

' + ‘ ... * 

ou bien \ 

i8o° — A.<; igo° — B -4- i8o‘ , .’-r*CI ; 
d’où l’on conclut * * ■ ■ ' \ 

1(B + C-A)<9o“.- 


. 3^7 



• • . 

§ V. Remarques. . ■ ' 

* * »• ,• » *•'/ ’ 

488. On doit- observe^ que, des six .cas que nous \e~ ‘ 
noqs de résoudre, les trois derniers auraient pu être ra-, 
menés aux autres par le secours du triangle sûpplémen- , 
taire. En effet, quand on donne,- dans le quatrième cas,- 
les angles A et B avec le côté compris y, on connaît, dans 
le triangle supplémentaire, les deux côtés a! et 6' avec 
l’angle C', puisque ces éléments sont les suppléments des 
données de la question. On pourrait, donc, ’ Comme au 
n° 478, calculer y'. A', C'; et, en prenant leurs supplé- 
ments , on aurait les valeurs de C, a, ë. De cette manière , 
le quatrième cas se ramènerait au troisième , le cinquième 
au- second , et le sixième au premier. 

486. En examinant pat- quelles lignes trîgonométriques 
sont fournies les inconnues dans chacun de ces six cas, 011 
reconnaît aisément quo/e second et le cinquième sont les 
seuls qui puissent admettre deux solutions ; et encore ils . 
ne les admettent pas toujours: En effet, soit CAB l’angle Fie. Gil 
donné A, que nous supposerons d’abord aigu , et AÇ =,c 
le côté connu adjacent à cet angle : sll’on abaisse l’arc CD 
perpendiculaire sur AB, le second côté donrfé*a pourra 
prendre deux positions CB et CB', également écartées de 
CD, et il y aura deux triangles ACB, ACB', construits 
avec les mêmes données , pourvu toutefois que « <[ ë 5 car 
si a>ë, la seconde position. CB' que prendrait ce côté,., 
devrait être plus éloignée do la perpendiculaire CD que 




. Digitized by Google 


. « 


3 p 8 . ; CHAPITRE xyni. 

ne l’est CA) et, par suite, le point B' serait à droite du 
point A : de sorte que lé second triangle , ayant un angle A 
supplément de celui qu’assigne la question, devrait être 
rejeté. ■ ' . 

. Nous avons supposé , dans ce qui précède, le côté c 
moindre qUepo”) s’il était plus grand, et représenté par 
AC') il faudrait évidemment,- pour que le côté « pût pren- 
dre les deux -positions CB" et CB'*, que a fût moindre que 
lç supplément C'A' de C’A= c‘, parce que autrement le 
côté AB" se trouverait plus grand, que la dem^ -circonfé- 
rence AB* A'. En discutant de même le cas ou l’angle A 
surpaierait go'V il faudra observer que l'arc perpendicu- 
laire CD se trouve alors plus grand que les obliques, des- 
quelles diminuent en s’en éloignant ; et par là on pourra ' 
établir les caractères suivants : 


• • • ' . ' » ’ , . « 1 

i V * . a I 

1 » < r, ■ 

deux solutions ; 

S | A<9°", ?< ^)°, < 


une solution ; 

... ^ . i 

[ 

- ijne solution. 

. ' : \ 

k a H** Ç 

i8o°, deux solutions ; 

Si A < yu" , • .ê ]> qO° , • 

; a -f- ^ — 

t8o®, une solution; 

• • .• I 

f « * g > 

180°, une solution. 

V • : ( 

-V 

-|- 

« 

180°, une Solution; 

SiA>90 n , § < qo 0 , V 


180", une solution; 

.. ; i 

*. -+•. 6 > 

i8o°, deux solutions. 

- • •' • 

i 


'■ 'une solution; 

lSi-A > qo», d > (y»”, V 

a =? 6 , 

une solution; 


*■>«» 

* deux solutions. 


.*\ «■ , .. .a - . 

Pour*lc cinquième cas , où l’on donne A, B et «, on ra- 
mènera la discussion au cas que nous venons d’examiner, 
par Je sccô'ursdu triangle supplémentaire. 

487. Nous ferons connaître' ici les . analogies de Nc- 


V 


U . 

"1 ’ 
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per, qui peuvent servir à résoudre le troisième et le qua- 
trième cas des triangles obliquantes. 

éliminons eos y entre la première et la troisièiiie des 
formules (i) du n° 456, et no\i.s aurons 

cos a = cosa cos 3 6 -4- cos ê sin a sin S Cos C -4- sin fi sin 7 cos A ; . 

d’où l’on déduira, en transposant, 

sin 7 cos A = cos a sin 6 — sin a cos 6 cos C. 

En éliminant, d’une manière toute semblable, cos y en- 
tre la deuxièine et 1? troisième des formules (i), on arri- 
vera évidemment à .. 

" sin 7 cos B = cos 6 sin a — sin 6 cos a cos G; ’• - 

* • • • * • . 

et en ajoutant ces dei»x dernières équations memlire à 

membre, il viendra 

(R) sin 7 (cos A -+- cos B) = (i — cos C) sin (a -I- 6).‘ 

« - * . • • 

Cela posé , on a par le théorème ( 2 ) , . ' ; ' - 

' sin A _• sin sin C 

sin a sin fi sip 7 ’ 


sin A -+- sin B sin. C 

sin « -4- siri 6 sin 7 ’ 

sin A — sin B sin C 


d’ou l’on déduit 

' I 

(Si 

(T) _ . 

' ' sin. a — .sin 6 •*! sin 7 ’ • ■ 

■> • « ' ' • . . 

et en élimipânt sin y tour à tour entre et (S), et en- 
tre (R) et (T), il viendra 

sin A - 4 - sin B sin C sin a -4- sin fi \ 

cosA-4-cosB 1 — cos C sin(a-f-fi) ’ '• 


^>in À sin B 


sin C 


sin a — sin fi 


cos A -t- cos B .,1 — co» C ’ sin (a -4- fi) ’ 

t 


w «k 

. . 7 ■*•*« ’i. **. 

.-TV * 
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puis enfin, par les formules ordinaires de la Trigonomé- 
trie , qui changent les sommes de sinus ou de cosinus en 
produits, 011 ramènera aisément les deux équations pré- 
cédentes à la forme 


<,.) 

(»») 


tangi<A + B)=cot|C.^|^|, 
tang 7 (A — B) = cot * C. S '" 1 ~ ^ 


'sin f(a-t-Ç) ' 

Ces relations, qui pourraient être écrites sous la forme de 
proportions ou à' analogies, serviront, dans le troisième 
eus des triangles obliquanglcs, à trouver (A 4 - 1 5 ), (A — B), 
ei par suite, chacun des angles A et B. 

488 . Si 1 : on applique les formules (11) et (12) au 
triangle supplémentaire , dans lequel A' = 180 0 — a , 

B' = 180 0 —.6 ,. C' = i8o° — 7* «' = 180 0 — A 

on en conclura ces deux nouvelles analogies, 

cos A (A — B) 


(i3) 

(«4) 


tang 7 (a + 6) =s tang j 7 


cos 7 (A 4 - B) ’ 


.... . sin y (A — B) 

*“6 t (a — g) = tang t 7 • sin yfr — B y , 


lesquelles pourront aussi , dans le quatrième cas, suffire 
à trouver (a 4- 6), (« — 6), et par suite, chacun des cô- 
tés a et é. 

489 . Nous placerons encore ici une conséquence re- 
marquable de T équation-\rouvée n° 457 , 


sin A = 


^ t — ; cos 3 a — . cos 3 6 — cos 3 y -t- 2 cos a cos g ros y 
sin g sin y 

• • mi- , . 

Fie. fo. Considérons, en eifet, un parallélipipède COADB, dont 
les trois arêtes contiguës sont * 

OA = a., ,0B = b, 0$=c, 


£ ■ 


«4 

. *• 


JS 
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lesquelles font entre elles des angles 

BOC = a , OOA = fi , AOB = 7. 

Ces angles sont (n° 446) les côtés d’un triangle sphérique 
intercepté par les trois faces de l’angle trièdre O, sur une 
sphère qui aurait son centre en ce point; et les angles A , 
B , C de oc triangle seront les angles dièdres qui ont pour 
arêtes OA, OB, OC. Cela posé, on a évidemment 

surf. OADB = nb sin AOB = ab sin 7 ; 

puis , en abaissant la perpendiculaire CH sur la base, et 
la droite HK perpendiculaire sur OA, on aura 

CH = CK . sinCKH = CK . sinA , 

ou bien, en prenant la valeur de CK dans le triangle rec- 
tangle COK, 

CH = c sin fi sin A. 

Donc le volume du parallélipipède sera 

vol. (a, b, c) = «ècsin Asinfisiny ; 

et, en y substituant l’expression citée au commencement 
de cet article, pour sin A, on obtiendra le volume de ce 
corps en fonction des arêtes et des angles qu’elles forment 
entre elles, savoir : 

vol. (a, 6 , c) abc ^ I — cos* a — cos* 6 — cos* y -+- acoflac cos 6 cos y. 

Cette expression pourrait aussi se calculer aisément par 
logarithmes , car elle se décomposerait en quatre facteurs , 
attendu que le polynôme sous le radical provient (n° 457) 
de la différence 

sin’ 6 sin’ 7 — (cos a — cos fi cos y ) ! . 

490. Si l'on considère la pyramide qui aurait pour 

aG 
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arêtes OA, UH, OC, et pour Hase le triangle ABC, elle 
sera évidemment le sixième du parallélipipèdc que nous 
venons de calculer ; et d’ailleurs, comme en désignant les 
trois côtés de la base par 

BC = a', CA = b', AB = c' , 

il serait aiséde calculer les trois quanti tés cos a, cos 6, cos y, 
on arriverait ainsi à trouver le volume de la pyramide, 
exprimé seulement au moyen de ses six arêtes. Parmi ces 
droites, il est bon d’observer que a et a' sont deux arêtes 
opposées , ainsi que b avec b ', et c avec c' . 

§ VI. Résolution d'un triangle sphérique, dont les 
trois côtés sont très-petits par rapport au rayon 
de la sphère. 

ic. (> 3 . 491 . Soit un triangle sphérique ARC dont les côtés 

ont pour longueurs absolues a, b, c, et qui est tracé 
sur une sphère dont le rayon OA = r. Nous avons fait 
observer (n° 452) que les sinus, cosinus,.... qui en- 
traient dans la formule (i) et dans toutes celles qui en ont 
été déduites, ne désignaient pas les lignes trigonométri- 
ques des arcs AB , AC, BC, eux-mêmes: mais seulement 
les sinus, cosinus,... d’arcs semblables à ceux-ci, et 
tracés sur une sphère dont le rayon serait F unité. Or, 
puisque deux arcs semblables sont toujours entre eux 
comme leurs rayons , il s'ensuit que les arcs que nous 
avons désignés jusqu'à présent par a, 6, y, sont liés avec 
les longueurs absolues a, b, a, par les relations 



et c'est effectivement de là qu’il faudrait déduire les va- 


Digitized by Google 


TRIGONOMETRIE SPHÉRIQUE. 4°3 

leurs de a, 6, y, si les cotés étaient donnés en grandeur 
absolue, par exemple en mètres. Mais il peut arriver que 
ces côtés a, b, c, soient très-petits par rapport au rayon r 
de la sphère j comme dans la Géodésie , où les côtés des 
triangles que l'on conçoit tracés sur le globe terrestre, 
bien qu’ayant plusieurs lieues de longueur , sont encore 
très-petits relativement au rayon du globe, dont la valeur 
moyenne est de 1692 lieues de 4 kilomètres. Alors les 


rapports -, ^ , -, étant des fractions très-faibles, ré- 


pondraient à des arcs «, 6 , y , qui se trouveraient beau- 
coup au-dessous de i° ; or, pour des arcs aussi petits, les 
tables de logarithmes n’ofïriraient plus assez d’exactitude, 
et il devient à la fois plus rigoureux et plus court de ra- 
mener la résolution de pareils triangles à celle de trian- 
gles rectilignes. Nous allons donc démontrer le principe 
sur lequel repose cette réduction. 

492. En substituant les valeurs précédentes de « , 6 , y 
dans la formule ( 1 ), elle donne 


cos A = 


a b c 

cos cos - cos - 

r r r 


. b . c 
sin - sia - 
r r 


mais si l’on développe les sinus et les cosinus, en négli- 
geant les termes au-dessous de on aura 


b 

COS - : 

r 


COS - — I 

r 



2. 3.4 r* ’ 



è’ 

» t 

b> 

b 

b' 

2 r* 

2.3-4r‘’ 

r r 

2.3 r' 

c 1 

1 

r * 

c c 

sin - = ~ — 

r r 

c z 


2.3.4r‘ ’ 

2,3 r' 
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valeurs qui substituées dans l’expression de cos A , don- 
neront , eu négligeant toujours les puissances supérieures 
à r*, un résultat dont l’erreur sera néanmoins de l’or- 
dre — , parce que le dénominateur renferme le facteur , 
et il viendra 


oosA = 


b'+c 1 — a' a'- 
H 


■A* — e* — 6 b’ 


a r 1 


24' 



b > 


6r 1 



Mais en supprimant le diviseur commun r’, et dévelop- 
pant le facteur 

i _ ( ' c 1 -+- b‘\- > c 1 -f- A' 

__ î’_± b l ~ V 6r> / ~ 6r> ’ 

6c 1 


puis négligeant les termes où entrera r*, nous aurons 
enfin 

b 1 - f- c 1 — a 7 a *-+- A'-+- c* — ia'b ' — %a 7 c J — a AV 

2 bc 24 ber 1 


(i5) cosA 


493. Maintenant, si l’on posait ici r = 00 , le trian- 
gle sphérique deviendrait un triangle rectiligne ayant 
les mêmes côtés a, b, c, mais dont les angles A', B', C', 
seraient différents de A, B, C; et la formule (i5) don- 
nerait 

b 1 -+■ c 2 — a’ 

cos A ~ = , 

2 bc 

relation déjà connue, et d’où l’on déduit 


SMI 1 A' 


la*b* -H aa’c’-h 2 A’c 1 — a' — A* — c 1 
4 A J c* 


Alors on voit que l’équation (i5) peut s’écrire sous lu 
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6e sin’ A' 


4«5 


cos A = cos A' 


ce qui montre que l’angle A est plus grand que A', mais 
que la différence doit être très-petite, puisque le dernier 
terme de l’équation précédente est divisé par r*. Pour 
mieux apprécier cette différence , posons 

A = A' -|- x , d’où cos A = cos A' cos x — sin x sin A' 

= cos A' — x sin A' ; 

ce résultat qui s’obtient en négligeant le carré de x , étant 
comparé avec la relation ( 16 ), prouve que 

6c sin A' S 


6r‘ 3 r’ * 

où S désigne la surface du triangle rectiligne ; d’ailleurs 
il en résulte que la quantité x’, que nous avons négligée , 

serait de l’ordre jjj. Ainsi, en acceptant une approxima- 
tion de ce genre , on pourra poser 


A = A' 4- 


et l’on aura de même , 


3r’ 


B = B' + 

c = c ' + ê~' ; 

car la quantité S ne change pas quand on permute A 
avec B ou avec C. 

194. En ajoutant les trois équations précédentes, il 
vient 

A 4- B + C = i8o" -f- 
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CHAPITRE XVIII. 

S 

ce qui prouve que la quantité — équivaut à l'excès sphé- 
rique e, qui exprime aussi (n° 451) la surface du triangle 
sphérique ; et les dernières équations du n° 41)3 pourront 
s'écrire ainsi : 

A = A' + j i, 

B = B' + A 

c = c ' + 3« 

11 résulte de là que , quand on a un triangle sphérique 
très-peu courbe* dont les angles sont A, B, C, et les 
côtés a, b, c, il existe un triangle rectiligne qui a 
ries côtés de même longueur, et dont les angles sont. 

A — A t) j) — c — A £) en désignant par e l’excès de 

la somme des trois angles du triangle sphérique sur deux 
angles droits. 

495. Voici maintenant la manière dont il faudra em- 
ployer ce théorème. i°. Si l’on connaît les trois côtés du 
triangle sphérique, on saura calculer S par la formule 
ordinaire 

S = \tp (p — a) (p — b) (p — c), 

où p désigne le demi-périmètre ; et alors S et r se trou- 
vant exprimés en unités de même espèce, par exemple 
S 

en mètres , le quotient — - = « sera un nombre abstrai t 

qui représentera une certaine fraction du rayon R des ta- 
bles desinus, lequel a été pris pour unité des lignes trigo- 
nométriques. Ainsi, pour convertir e en secondes, il fau- 
dra multiplier — par R", nombre de secondes contenues 
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 4°7 

dans l’arc de cercle qui égale en longueur absolue son 
rayon (*) : on aura donc 

- S R"- 
£ _ R , 

et alors , eu calculant les trois angles A', IV, C', du trian- 
gle rectiligne d’après les côtés connus a, b , c , il suf- 
fira d’augmenter chacun d’eux de ^ e, pour avoir les 

angles A , B, C , du triangle sphérique. 

a". Si la question donnait A, ô, c , alors on sait que 

c bc sin A' bc sin A 

^ J 

2 2 * 

en prenant sin A pour sin A'; et comme ces deux quan- 
tités ne diffèrent que par des termes du second ordre, 
puisque 

sin A' = sin (A — x) = sin A cos x — cos A sin x, 

il s'ensuit que le résultat 

t =*£ X R" 
r 1 

ne sera fautif que dans les termes de l’ordre . Par consé- 

t P 

quent, si l’on résout le triangle rectiligne ayant pour élé- 
ments ô, c et A .= A — - e, on en conclura, après 
avoir trouvé n, B', C', que les parties cherchées dans le 




(*) Co nombre ilo seconder s’obiiout en remarquant que 
iR= i8o° = 648000"; 

de sorte qu’en divisant par ît , qui est connu , on obtiendra le nomhrr de 
secondes contenues dans l’arc qui égale R, savoir, 

!t" = îoGîGü" et lof; R” = 5,3i44a5i. 


t. 
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triangle sphérique étaient 


«, Ii = B'4- - 3 «, C = C' -H 3 «. 

3°. Si l’on connaissait, dans le triangle sphérique, 
A, a , b , on calculerait dans le triangle rectiligne corres- 
pondant 

. b sin A' b sin A 

sin B — ; 

a a 

d’où l’on conclurait l’angle C'= ï8o° — A — B', avec 
la môme approximation que ci -dessus; et par suite, on 
aurait 

_ ai sin (7 . S 

s = , « = — • R • 

2 /•’ 

4°. Lorsque l’on connaît A , B, c, on obtient aisément 


bc sin A 


c ! sin B sin A 
2 sin (A 4- B) ’ 


d’où l’on conclut s; et il en serait de môme pour les don- 
nées A, B, a, puisque le troisième angle C' serait connu 
par l’équation C' = i8o° — A — B, qui est suffisamment 
exacte pour le calcul de la quantité S, laquelle doit être 
divisée par r 1 . Ainsi, dans tous les cas, on pourra esti- 
mer directement l’excès sphérique s ; et, par suite, con- 
clure les parties du triangle sphérique d’après celles 
qu’on aura calculées dans le triangle rectiligne. 
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